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اشتراک، به مربوط عملگرهای دربارۀ

متمم و اجتماع

وهم گرداب غرقۀ نبود که موجودی نیست
می کند بالا موج دست است عمری هم بحر

۱ دهلوی بیدل

درآمد

استفاده فازی مجموعه های کاربرد و نظریه در که مجموعه ای عملگرهای دربارۀ پیش رو فصل در
تعریف در چرا دهیم: پاسخ پرسش ها این به کرد خواهیم تلاش می کنیم. بحث بیشتر می شوند،
دارد؟ مستدلی توجیه چه کار این می شود؟ استفاده max و min عملگرهای از اجتماع و اشتراک
کرد؟ استفاده maxمی توان به جایminو دیگری عملگرهای چه از اجتماع و اشتراک تعریف برای
که آن  گونه متمم عملگر چرا چیست؟ اجتماع و اشتراک برای مناسب عملگرهای کلی چارچوب
خلیلی، خلیل ا... کوشش به دهلوی، بیدل دیوان از: نقل ،(۱۱ قرن در هندی طرز سخن سرایان (از دهلوی ۱بیدل

.۱۳۸۴ تهران،
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چه فازی مجموعه یک متمم تعریف به منظور دیگر؟ به صورتی نه و است شده تعریف دوم فصل در
دارد؟ وجود دیگری روش های

max و min عملگرهای ویژگی های ۱ .۳

عملگرهای برپایۀ آن ها تعریف و اجتماع، و اشتراک مفاهیم تعمیم که می دهیم نشان بخش این در
تنها معقول، فرض هایی و شرائط تحت بلکه، هستند، مناسب تعریف هایی تنها نه ،max و min

باشند. X از فازی مجموعه دو B و A و مرجع مجموعه یک X کنید فرض ممکن اند. تعاریف
پذیرش درجه دیگر سخن به و A مجموعه در x عضویت درجه A(x) عدد ،x ∈ X هر برای
که بدانیم می خواهیم اکنون .B(x) برای همین طور و است. A از عضو یک به عنوان x قبول در ما
قبول در ما پذیرش درجه یعنی است؟ چقدر مجموعه دو این اجتماع و اشتراک در x عضویت درجه
یا A از عضوی به عنوان x پذیرش درجه هم چنین ،B و A مجموعه دو هر از عضوی به عنوان x
در و A در x عضویت درجه های دانستن محض به که هستیم آن خواهان ما مسلماً .B از عضوی
دیگر، سخن به شود. معلوم دقیق و روشن روشی با A∪B در و A∩B در آن عضویت درجه ،B
باشیم داشته (۰ ≤ y ≤ ۱ و ۰ ≤ x ≤ ۱) S(x, y) و T (x, y) مانند دومتغیره تابع دو می خواهیم
B در و A در x عضویت درجه های برحسب را A∪B ودر A∩B در x عضویت درجه های که

زیر به صورت توابعی یعنی کنند. بیان دیگر) چیز نه (و
(A ∩B)(x) = T [A(x), B(x)]
(A ∪B)(x) = S[A(x), B(x)]

داشته باید ویژگی هایی چه شهودی دید از S و T توابع که می پردازیم مهم موضوع این به اکنون
باشند.

ویژگی هایی این ها باشند. توزیع پذیر هم به نسبت و شرکت پذیر جابه جاپذیر، باید S و T .۱
وانگهی باشند. دارا را آنها باید اجتماع و اشتراک عملگرهای شهودی، به طور که است
که می دانیم و باشند، معمولی اجتماع و اشتراک برای طبیعی تعمیمی S و T می خواهیم

برقرارند. ویژگی ها این معمولی حالت در
A(x۱) = اگر زیرا باشند. صعودی اکید به طور x برحسب باید S(x, x) و T (x, x) .۲
مجموعه x۱در عضویت به نسبت ما پذیرش درجه مسلماً ،B(x۱) > A(x۲) = B(x۲)

A∩B مجموعه x۲در عضویت به نسبت ما پذیرش درجه از بیشتر (A∪B در A∩B(و
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است. (A ∪B در (و
وقتی زیرا باشند. پیوسته و نانزولی باید y و x متغیر دو از یک هر برحسب S و T توابع .۳
در نیز و A∩B در آن عضویت درجه مسلماً یابد، افزایش B در یا A در x عضویت درجه
عضویت اندازه در کوچک افزایشی که نیستیم مایل به علاوه، یافت. نخواهد کاهش A∪B

بیانجامد. A ∪B در یا A ∩B در x عضویت در بزرگی افزایش به ،B در یا A در x
روشن زیرا .S(x, y) ≥ max{x, y} و T (x, y) ≤ min{x, y} باشیم داشته باید .۴
مجموعه دو از یک هر در x عضویت بزرگی به دست کم A ∪ B در x عضویت که است
x عضویت پذیرش درجه از کمتر A ∩B در x عضویت درجه هم چنین باشد. B و A

باشد. B و A مجموعه دو از یک هر در
و می آورد، لازم را A∩B در کامل عضویت ،B در و A در کامل عضویت که است آشکار .۵
یعنی می دهد. نتیجه را A ∪ B در کامل عضویت عدم B در و A در کامل عضویت عدم

.S(۰, ۰) = ۰ و T (۱, ۱) = ۱
معقول شرایط در که توابعی تنها کرده اند ثابت هوشمندانه، و ابتکاری شیوه ای با ، [۱۹] یَرتس و بلمان

از عبارت اند می کنند، صدق بالا

T (x, y) = min{x, y}, S(x, y) = max{x, y}

S : I × I → I ،T : I × I → I ،I = [۰, ۱] کنید فرض یرتس) - (بلمن ۱ .۳ قضیه
کنند صدق زیر شرایط در که باشند پیوسته ای توابع

T (x, y) = T (y, x) S(x, y) = S(y, x) (۱
T [T (x, y), z] = T [x, T (y, z)] S[S(x, y), z] = S[x, S(y, z)] (۲
T [x, S(y, z)] = S[T (x, y), T (x, z)] S[x, T (y, z)] = T [S(x, y), S(x, z)] (۳

آن گاه ،x۱ < x۲ اگر یعنی باشند، صعودی اکیداً متغیره یک توابعی به عنوان S و T (۴

T (x۱, x۱) < T (x۲, x۲), S(x۱, x۱) < S(x۲, x۲)

باشند. پیوسته و نزولی غیر مؤلفه، دو از یک هر برحسب S و T (۵
T (x, y) ≤ min{x, y} و S(x, y) ≥ max{x, y} (۶
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T (۱, ۱) = ۱ و S(۰, ۰) = ۰ (۷
منحصراً آن گاه

T (x, y) = min{x, y}, S(x, y) = max{x, y}

نظر در را h(x) = T (x, x) تابع می آوریم. فراهم هفت تا یک فرض های از نتایجی ابتدا اثبات
اکیداً و پیوسته h تابع چون .h(۱) = ۱ هفت فرض طبق و h(۰) = ۰ شش، فرض طبق بگیرید.
استفاده با آن گاه ،h(x) = a می کنیم فرض است. I به I از یک به یک تابعی پس است، صعودی

داریم ۶ و ۳ شرایط از

T (x, x) = a ≤ S[a, T (a, a)] = T [S(a, a), S(a, a)]

دیگر سوی از .x ≤ S(a, a) داشت خواهیم ۴ شرط برپایۀ بنابراین

x ≥ T [x, S(x, x)] = S[T (x, x), T (x, x)] = S(a, a)

داریم a ∈ [۰, ۱] هر به ازای بنابراین، .x = S(a, a) باشیم داشته باید پس

T (x, x) = a ⇔ x = S(a, a) (۱ .۳)

که می شود روشن آمد آنچه از

T [x, S(x, x)] = S[x, T (x, x)] = x (۲ .۳)

می آوریم به دست و ،x = S(a, a) می دهیم قرار x = S[x, T (x, x)] رابطه در

S(a, a) = S{S(a, a), T [S(a, a), S(a, a)]}
= S[S(a, a), T (x, x)]
= S[S(a, a), a]

گرفتن نظر در با و بالا رابطه راست سمت در S(a, a) به جای S[S(a, a), a] جای گذاری با اکنون
داریم ۲ شرط

S(a, a) = S{S[S(a, a), a], a} = S[S(a, a), S(a, a)]

که می شود نتیجه ۴ شرط از و
S(a, a) = a
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،a ∈ I هر به ازای بنابراین .T (a, a) = a که کرد ثابت می توان مشابه به طور .

S(a, a) = T (a, a) = a (۳ .۳)

داشت خواهیم (۳ .۳) رابطه و ۶ شرط پایۀ بر و

S[a, T (a, b)] = T [a, S(a, b)] = a (۴ .۳)

زیرا
a ≤ S[a, T (a, b)] = T [S(a, a), S(a, b)]

= T [a, S(a, b)] ≤ a

داده I از b ≤ a و a عدد دو می کنیم فرض قضیه، اثبات هدف با و بالا نتایج اساس بر اکنون
،۶ شرط از به علاوه و است پیوسته و نانزولی x برحسب T (a, x) تابع ،۵ شرط بنابر چون شده اند.
T (a, c) = که باشد داشته وجود cیک باید پس T؛ (a, a) = a ،(۳ .۳) رابطه از Tو (a, ۰) = ۰

که می گیریم نتیجه (۴ .۳) رابطه از استفاده با آن گاه و b

S(a, b) = S[a, T (a, c)] = a = max{a, b}

داشت خواهیم ۳ .۳ رابطه به کارگیری با سرانجام،

T (a, b) = T [a, T (a, c)] = T [T (a, a), c]
= T (a, c) = b = min{a, b}

مجموعه های بارۀ در زیر شرایط با بالا، قضیه مفروضات در ۷ تا ۱ شرایط که است گفتنی ۱ .۳ نکته
است متناظر معمولی

A ∩B = B ∩A A ∪B = B ∪A (۱’

A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C (۲’

A∩ (B ∪C) = (A∩B)∪ (A∩C)A∪ (B ∩C) = (A∪B)∩ (A∪C) (۳’

آن گاه A ⊂ B اگر (۴’

A ∩A ⊂ B ∩B A ∪A ⊂ B ∪B
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آن گاه A۱ ⊂ A۲ اگر (۵’

A۱ ∩B ⊆ A۲ ∩B A۱ ∪B ⊆ A۲ ∪B

A ∩B ⊆ A,B A ∪B ⊇ A,B (۶’

X ∩X = X ϕ ∪ ϕ = ϕ (۷’

هر ،max و min عملگرهای برای ساده تری توصیف های و ویژگی ها [۸۲] گوتشل و وکسمن
برای عملگرها این انتخاب بودن مناسب برای دیگری دلیل خود که دادند ارائه جداگانه، به طور یک

است. باره این در زیر قضیه دو است. اجتماع و اشتراک مفاهیم تعمیم

کند صدق زیر شرایط در S : I × I → I تابع کنید فرض گوتشل) - (وکسمن ۲ .۳ قضیه
(x, y, z ∈ I هر (به ازای

S(x, x) = x (۱
S[x, S(y, z)] = S[S(x, y), z] (۲

S(x, y) ≥ max{x, y} (۳
است. پیوسته S (۴

آن گاه
S(x, y) = max{x, y}

مجموعه های زمینۀ در زیر روابط با متناظر ،۲ .۳ قضیه اول شرط سه که دارید توجه ۲ .۳ نکته
است معمولی

A ∪A = A (۱’

A ∪ (B ∪ C) = (A ∪B) ∪ C (۲’

A ⊂ A ∪B و B ⊂ A ∪B (۳’

هم اند. از مستقل بالا، قضیه در چهارگانه شرایط که می دهند نشان زیر مثال های

اگر .۱ .۳ مثال
S(x, y) =

{ ۱ x ̸= y
x x = y
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نیست. برقرار ۴ شرط ولی برقرارند ۳ و ۲ و ۱ شرایط آن گاه

برقرار ۳ شرط ولی برقرارند ۴ و ۲ و ۱ شرایط آن گاه S(x.y) = max{x, y} اگر .۲ .۳ مثال
نیست.

چنانچه .۳ .۳ مثال
S(x, y) =

{
min[۲x− y, ۱] x ≥ y
y x < y

و x = ۰٫۵ کنید فرض را نمونه نیست. برقرار ۲ شرط ولی برقرارند ۴ و ۳ و ۱ شرایط آن گاه
.z = ۰٫۱ و y = ۰٫۴

نیست. برقرار ۱ شرط ولی برقرارند ۴ و ۳ و ۲ شرایط آن گاه S(x, y) = x+ y اگر .۴ .۳ مثال

صدق زیر شرایط در T : I × I → I تابع کنید فرض گاتشل) - وکسمن (قضیه ۳ .۳ قضیه
(x, y, z ∈ I هر (به ازای کند

T (x, x) = x (۱
T [x, T (y, z) = T [T (x, y), z] (۲

T (x, y) ≤ min{x, y} (۳
است. پیوسته T (۴

آن گاه
T (x, y) = min{x, y}

است معمولی مجموعه های زمینۀ در زیر رابطۀ سه با متناظر اول، شرط سه نیز اینجا در
A ∩A = A (۱’

A ∩ (B ∩ C) = (A ∩B) ∩ C (۲’

A ∩B ⊂ B,A ∩B ⊂ A (۳’

.(۱ .۳ (تمرین هم اند از مستقل بالا، قضیه در چهارگانه شرایط که داد نشان می توان

نظری بحث یک

و اشتراک تعریف در max و min عملگرهای از استفاده که می شود نتیجه بخش این مطالب از
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این که نیست معنا آن به البته این است. شهود بر منطبق و منطقی معقول، فازی، مجموعه دو اجتماع
برای نیز دیگری عملگرهای که دید خواهیم بعد بخش های در هستند. ممکن تعاریفِ تنها تعاریف،
کاربردی زمینه های برخی در یک هر که شده اند پیشنهاد متمم) هم چنین (و اجتماع و اشتراک تعریف
اول فصل در که آن طور متمم و اشتراک و اجتماع تعاریفِ که می سازیم نشان خاطر هستند. سودمند
که گفتیم ۴ .۱ بخش در است. اهمیت حائز آن ها ساختاری توانمندی گرفتن نظر در با شد، گفته
اشتراک برای max و min عملگرهای با همراه مجموعه، یک فازیِ زیرمجموعه های همۀ مجموعۀ
اجتماع و اشتراک تعریف آنکه طرفه می دهند. تشکیل را کامل توزیع پذیر شبکه یک اجتماع، و
البته، می سازد. را ساختار نوع این که هستند ممکنی تعاریف تنها max و min عملگرهای براساس
مجموعه های زمینۀ در زیر قوانین یعنی نیست بولی جبر یک بالا ساختار اول، فصل مطالب برپایۀ

نیستند برقرار فازی

A ∪AC = X شمول
A ∩AC = ϕ طرد

حفظ را طرد و شمول قوانین اجتماع، و اشتراک برای دیگری تعاریف با بخواهیم اگر دیگر، سوی از
قوانین حالت این در یعنی می دهیم. دست از را اشتراک و اجتماع خودتوانی قوانین آن گاه کنیم،

A ∪A = A , A ∩A = A

بود. نخواهند برقرار نیز توزیع پذیری قوانین صورت این در که نیستند، برقرار
توزیع پذیری نتیجه در و خودتوانی قوانین با طرد و شمول قوانین که می شود ثابت دیگر عبارت به
کامل بولی شبکه ساختار یک نمی توان فازی مجموعه های زمینۀ در بنابراین .[۴۸] ناسازگارند
دستیابی هدف با پس کرد. برقرار - متمم و اشتراک و اجتماع برای تعریفی هر با - (۲ (پیوست
چشم پوشی خودتوانی روابط از یا و طرد و شمول روابط از باید یا مناسب، جبری ساختار یک به
معقول چندان موارد، برخی در دست کم طرد، و شمول روابط حفظ بر کید تأ دیگر، سوی از کنیم.
و ۱۰ .۱ (مثال های ندارد هم خوانی فازی مجموعه های سرشت با روابط این زیرا نمی رسد. نظر به
طرد، و شمول قوانین از و می کنیم حفظ را خودتوانی روابط ما که است دلیل این به ببینید). را ۱۳ .۱
می شود حاصل گونه این که کاملی شبکه ساختار که گفت می توان می کنیم. چشم پوشی به ناچار،

است. بهینه ساختاری (۴ .۱ بخش (ر.ک.
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S−نرم ها و T−نرم ها ۲ .۳

پیشتر شدیم. آشنا max و min عملگرهای اساس بر اجتماع و اشتراک تعریف های با قبل فصل در
وضعیت ها برخی در که است شده ثابت به علاوه نیستند. ممکن تعاریف تنها تعاریف، این که گفتیم

نیستند. مناسبی و کارا عملگرهای max و min عملگرهای
با یک هر که است شده ارائه فازی مجموعه  دو اشتراک و اجتماع برای نیز دیگری تعریف های
آن ها مهم ترین از تعدادی بخش این در یافته اند. ویژه ای کاربردی زمینه های دارند، که ویژگی هایی

می کنیم. ارائه را

مثلثی نُرم های

می کنیم یادآوری را اساسی تعریف دو اجتماع، و اشتراک برای گوناگون تعریف های معرفی از پیش
عملگرهای هم که است آن دلیل به کار این شده اند. نامیده مثلثی همنرم های و مثلثی نرم های که
شده اند، برده به کار اجتماع و اشتراک تعریف  های در که دیگری عملگرهای بیشتر هم maxو minو

متعلق اند. رده  دو این به
می گویند. نیز نرم ها) −S (یا همنرم ها −T و نُرم ها −T را مثلثی همنرم های و مثلثی نرم های
کرد معرفی ۱۹۴۲ سال در [۵۶] منگر آلمانی ریاضی-آماردان بار نخستین را اندازه ها از رده دو این
به دلیل اندازه ها، این می شوند. خوانده نام این به دارند مثلثی نامساوی های در که نقشی دلیل به و

شده اند. واقع توجه مورد بیشتر اخیر دهه های در جالب، بسیار ویژگی های

شرایط در اگر گوییم، نرم −T یک را T (x, y) : I × I → I دومتغیره تابع ۱ .۳ یف تعر
کند صدق زیر

T (x, ۱) = x (۱
x۱ ≤ x۲, y۱ ≤ y۲ ⇒ T (x۱, y۱) ≤ T (x۲, y۲) یکنوایی (۲

T (x, y) = T (y, x) جابه جایی (۳
T [x, T (y, z)] = T [T (x, y), z] شرکت پذیری (۴
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اگر گوییم، S-نرم) (یا T-همنرم یک را S(x, y) : I × I → I دومتغیره تابع ۲ .۳ یف تعر
کند صدق زیر شرایط در

S(x, ۰) = x (۱
x۱ ≤ x۲, y۱ ≤ y۲ ⇒ S(x۱, y۱) ≤ S(x۲, y۲) یکنوایی (۲

S(x, y) = S(y, x) جابه جایی (۳
S[x, S(y, z)] = S[S(x, y), z] شرکت پذیری (۴

نرم −T هر برای که بیان این به یکدیگرند. دوگان نرم ها −S و نرم ها −T که است آشکار
که به قسمی کرد تعریف نرم −S یک تنها و یک می توان

T (x, y) = ۱ − S(۱ − x, ۱ − y)

قوانین در دوگان، نرمِ −S و نرم −T زوج های ،N(x) = ۱ − x نفی عملگر برای ۱ .۳ گزاره
یعنی می کنند، صدق تعمیم یافته دمورگان

N [T (x, y)] = S[N(x), N(y)]
N [S(x, y)] = T [N(x), N(y)]

همگی که فازی مجموعه های اجتماع و اشتراک تعاریف متداول ترین معرفی به می پردازیم اکنون
شده اند. ارائه نرم −S و نرم −T دوگان زوج های برحسب

max و min (۱
Tm(x, y) = min(x, y) , Sm(x, y) = max(x, y)

می شوند تعریف زیر به صورت B و A فازی مجموعه دو اجتماع و اشتراک بالا، نرم های براساس

(A ∩B)(x) = min{A(x), B(x)}
(A ∪B)(x) = max{A(x), B(x)}

از منابع، برخی در دادیم. توضیح ۳ .۱ بخش در آن ها دربارۀ که هستند همان هایی تعاریف این
که می کنیم یادآوری کوتاه می شود. برده نام استاندارد عملگرهای نام با max و min عملگرهای
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صدق N(x) = ۱ − x نفی عملگر برای دمورگان قوانین در بالا، به صورت اجتماع و اشتراک
شمول قوانین در ولی هستند، نیز خودتوان و بوده توزیع پذیر یکدیگر به نسبت هم چنین می کنند.
حالت های max و min اندازه های که است آن مهم و جالب نکتۀ یک نمی کنند. صدق طرد و

نرم −S هر و نرم −T هر به ازای یعنی هستند. نرم ها −S و نرم ها −T حدی

T (x, y) ≤ min(x, y)
S(x, y) ≥ max(x, y)

احتمالی جمع و جبری ضرب (۲
Tp(x, y) = x.y , Sp(x, y) = x+ y − x.y

می شوند تعریف چنین فازی مجموعه دو اجتماع و اشتراک بالا، نرم های اساس بر

(A ∩B)(x) = A(x).B(x)
(A ∪B)(x) = A(x) +B(x)−A(x).B(x)

توزیع پذیری، قوانین از هیچ یک در می شوند، نامیده احتمالی جمع و جبری ضرب که عملگرها، این
یکنوا ً اکیدا عملگرهای به موسوم رده ای در عملگرها این نمی کنند. صدق طرد و شمول خودتوانی،
۱ .۳ قضیه ۵ بند در بودن) نانزولی (به جای را بودن صعودی شرط که عملگرهایی یعنی دارند قرار

کنید. مراجعه [۵۰] به بیشتر توضیح برای دارند.

کراندار جمع و کراندار تفاضل (۳
Tb(x, y) = max(۰, x+ y − ۱) , Sb(x, y) = min(۱, x+ y)

می شوند تعریف زیر به صورت فازی مجموعه دو اجتماع و اشتراک نرم ها، این براساس

(A ∩B)(x) = max(۰, A(x) +B(x)− ۱)
(A ∪B)(x) = min(۱, A(x) +B(x))

ولی می کنند صدق طرد و شمول قوانین در کراندار، جمع و تفاضل به موسوم بالا، عملگرهای
عملگرهای به موسوم رده ای در عملگرها این نیستند. نیز خودتوان و نیستند توزیع پذیر هم به نسبت

hanss از ۴۹ مرجع نیز ببینید. [۵۰] در می توانید را باره این در بیشتر توضیح دارند. قرار پوچ توان
تعریف پارامتری نرم های −S و نرم ها −T پایۀ بر می کنیم معرفی که بعد عملگر زوج چهار

می کند. بیشتر مختلف شرائط با سازگاری در را آن ها توانایی عملگرها پارامتری سازی شده اند.



متمم و اجتماع اشتراک، به مربوط عملگرهای دربارۀ ۳ ۸۰

دراستیک عملگرهای (۴

Td(x, y) =


x y = ۱
y x = ۱
۰ x, y ̸= ۱

Sd(x, y) =


x y = ۰
y x = ۰
۱ x, y ̸= ۰

می شوند تعریف چنین فازی مجموعه دو اجتماع و اشتراک نرم ها، این برپایۀ

(A ∩B)(x) =

{
min(A(x), B(x)) A(x) = ۱ یا B(x) = ۱
۰ A(x) و B(x) ̸= ۱

(A ∪B)(x) =

{
max(A(x), B(x)) A(x) = ۰ یا B(x) = ۰
۱ A(x) و B(x) ≠ ۰

نبوده توزیع پذیر هم به نسبت می کنند، صدق طرد و شمول قوانین در دراستیک عملگرهای
یعنی هستند، S-نرم و T-نرم عملگرهای حدی حالت دراستیک عملگرهای نیستند. خودتوان و

S-نرم هر و T-نرم هر به ازای

Td(x, y) ≤ T (x, y)
Sd(x, y) ≥ S(x, y)

T-نرم به ویژه است. شده برده نام T-نرم ها ضعیف ترین عنوان با دراستیک نرم های از متون برخی در
ضرب را، دراستیک T-نرم نامیده اند. نیز (Weakest T -Norm) T-نرم ضعیف ترین را دراستیک
کتاب به . Hanss کتاب ۳۱ ص .[...] می گویند نیز دراستیک جمع را دراستیک Sـنرم و دراستیک

شود. ارجاع دوبواپپراد

هاماخر عملگرهای (۵
Tγ(x, y) =

x.y

γ + (۱ − γ)(x+ y − x.y)
, Sγ(x, y) =

x+ y − (۲ − γ)x.y

۱ − (۱ − γ)x.y
, γ ≥ ۰

(γ ≥ ۰) می شوند تعریف این گونه فازی مجموعه دو اجتماع و اشتراک نرم ها، این براساس

(A ∩B)(x) =
A(x).B(x)

γ + (۱ − γ)(A(x) +B(x)−A(x).B(x))

(A ∪B)(x) =
A(x) +B(x)− (۲ − γ)A(x).B(x)

۱ − (۱ − γ)A(x).B(x)

به دست ۱ .۳ قضیه شرایط با متفاوت زمینه ای در و هاماخر توسط اجتماع، و اشتراک برای بالا تعاریف
Sγ(x, y) ,Tγ(xو y) ،γ = ۱ خاص حالت در که کنید دقت ببینید(. را ۱۹ .۳ (تمرین است آمده
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این به علاوه هستند. یکنوا اکیداً هاماخر عملگرهای می شوند. تبدیل جبری جمع و ضرب به
ویژگی اند. این فاقد minو max عملگرهای مثلاً حالی که در دارند، جبران پذیری ویژگی عملگرها
تغییر یک آن گاه C = a ∗ b باشیم داشته چنانچه اگر گوییم جبران پذیر را ∗ عملگر اینکه توضیح
برخی در به ویژه ویژگی این نکند. تغییر C مقدار طوری که کرد جبران b در تغییری با بتوان را a در

کنید. مراجعه [۱۴۵] به کلی بحث ملاحظه برای است. سودمند و مهم کاربردها

ییگر عملگرهای (۶
Tω(x, y) = ۱ −min{۱, [(۱ − x)ω + (۱ − y)ω]۱/ω} ω ≥ ۱
Sω(x, y) = min{۱, (xω + yω)۱/ω} ω ≥ ۱

(w ≥ ۱) می شوند تعریف چنین فازی مجموعه دو اجتماع و اشتراک نرم ها، این براساس

(A ∩B)(x) = ۱ −min{۱, [(۱ −A(x))w + (۱ −B(x))w]۱/w}
(A ∪B)(x) = min{۱, [(A(x))w + (B(x))w]۱/w}

نسبت نمی کنند، صدق طرد و شمول قوانین در ،[۸۶] ییگر به وسیلۀ معرفی شده عملگرها، این
عملگرها این ،ω → ∞ وقتی خاص حالت در نمی باشند. هم خودتوان و نیستند توزیع پذیر هم به

دیگر سخن به می کنند. میل max و min عملگرهای به

lim
ω→∞

Tω(x, y) = min(x, y)

lim
ω→∞

Sω(x, y) = max(x, y)

می شوند. منطبق کراندار جمع و کراندار تفاضل تعاریف بر بالا تعاریف ،ω = ۱ اگر هم چنین

پراد و دوبوا عملگرهای (۷
Tα(x, y) =

x.y

max{x, y, α}
α ∈ [۰, ۱]

Sα(x, y) =
x+ y − x.y −min{x, y, (۱ − α)}

max{(۱ − x), (۱ − y), α}
α ∈ [۰, ۱]

فازی مجموعه دو اجتماع و اشتراک ،[۳۲] پراد و دوبوا به وسیلۀ معرفی شده نرم ها، این براساس
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(α ∈ I = [۰, ۱]) می شوند زیرتعریف به صورت

(A ∩B)(x) =
A(x).B(x)

max{A(x), B(x), α}

(A ∪B)(x) =
A(x) +B(x)−A(x).B(x)−min{A(x), B(x), ۱ − α}

max{(۱ −A(x)), (۱ −B(x)), α}

تعاریف این نیستند. نیز خودتوان و نبوده توزیع پذیر هم به نسبت اجتماع، و اشتراک برای بالا تعاریف
نمی کنند. صدق نیز طرد و شمول قوانین در

(α = ۰ ,min(x(وقتی y)بین همواره آن مقدار و است αنزولی پارامتر به نسبت فوق T−نرم

پارامتر به نسبت فوق نرم −S همچنین دارد. قرار (α = ۱ (وقتی x.y یعنی y و x جبری ضرب و
یعنی y و x احتمالی جمع و (α = ۰ (وقتی max(x, y) بین همواره آن مقدار و است صعودی α

،y < α < x یا x < α < y چنانچه که کنید دقت دارد. قرار (α = ۱ (وقتی x + y − x.y

.Sα(x, y) = max(x, y) و Tα(x, y) = min(x, y) داریم

دومبی عملگرهای (۸
Tλ(x, y) =

۱
۱ + [( ۱

x − ۱)λ + ( ۱
y − ۱)λ]۱/λ λ ∈ (۰,∞)

Sλ(x, y) =
۱

۱ + [( ۱
x − ۱)−λ + ( ۱

y − ۱)−λ]−۱/λ λ ∈ (۰,∞)

فازی مجموعه دو اجتماع و اشتراک ،[۳۷] است کرده معرفی دومبی که نرم ها، این برپایۀ
(λ ∈ (۰,∞)) می شوند تعریف زیر به صورت

(A ∩B)(x) =
۱

۱ + [( ۱
A(x) − ۱)λ + ( ۱

B(x) − ۱)λ]۱/λ
(A ∪B)(x) =

۱
۱ + [( ۱

A(x) − ۱)−λ + ( ۱
B(x) − ۱)−λ]−۱/λ

کنید. مراجعه [۴۵] کتاب به بالا عملگر هشت دربارۀ بیشتر بررسی به منظور

از اطاق تعداد با آپارتمان هایی دارای مسکونی مجتمع یک می گردیم. باز ۹ .۲ مثال به .۵ .۳ مثال
x ∈ X آن در که آپارتمان هاست انواع Xمجموعه = {۱, ۲, . . . , بنابراین{۷ است. هفت تا یک
۴ خانواده مناسب «آپارتمان های :A فازی مجموعه های اگر است. آپارتمان یک اطاق های تعداد
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شوند تعریف زیر به صورت های بزرگ» «آپارتمان های :B و نفره»

A = {۰٫۲
۱ ,

۰٫۵
۲ ,

۰٫۸
۳ ,

۱
۴ ,

۰٫۷
۵ ,

۰٫۳
۶ ,

۰٫۱
۷ }

B = {۰٫۱
۲ ,

۰٫۳
۳ ,

۰٫۶
۴ ,

۰٫۷
۵ ,

۰٫۸
۶ ,

۱
۷}

بزرگ»است حال عین در و نفره ۴ خانواده مناسب «آپارتمان های فازی مجموعه  بیانگر A∩Bکه آن گاه
برحسب است، بزرگ» یا نفره ۴ خانواده مناسب «آپارتمان های فازی مجموعه ی بیانگر که A∪B و

بود. خواهند این گونه اجتماع، و اشتراک برای مختلف تعاریف
max و min عملگرهای اساس بر (۱

A ∩B = {۰٫۱
۲ ,

۰٫۳
۳ ,

۰٫۶
۴ ,

۰٫۷
۵ ,

۰٫۳
۶ ,

۰٫۱
۷ }

A ∪B = {۰٫۲
۱ ,

۰٫۵
۲ ,

۰٫۸
۳ ,

۱
۴ ,

۰٫۷
۵ ,

۰٫۸
۶ ,

۱
۷}

احتمالی جمع و جبری ضرب عملگرهای اساس بر (۲

A ∩B = {۰٫۰۵
۲ ,

۰٫۲۴
۳ ,

۰٫۶
۴ ,

۰٫۴۹
۵ ,

۰٫۲۴
۶ ,

۰/۱
۷ }

A ∪B = {۰٫۲
۱ ,

۰٫۵۵
۲ ,

۰٫۸۶
۳ ,

۱
۴ ,

۰٫۹۱
۵ ,

۰/۸۶
۶ ,

۱
۷}

کراندار جمع و کراندار تفاضل عملگرهای براساس (۳

A ∩B = { ۰
۲ ,

۰٫۱
۳ ,

۰٫۶
۴ ,

۰٫۴
۵ ,

۰٫۱
۶ ,

۰٫۱
۷ } , A ∪B = {۰٫۲

۱ ,
۰٫۶

۲ ,
۱
۳ ,

۱
۴ ,

۱
۵ ,

۱
۶ ,

۱
۷}

دراستیک عملگرهای اساس بر (۴

A ∩B = {۰٫۶
۴ ,

۰٫۱
۷ } , A ∪B = {۰٫۲

۱ ,
۱
۲ ,

۱
۳ ,

۱
۴ ,

۱
۵ ,

۱
۶ ,

۱
۷}

(γ =
۱
۲ (با هاماخر عملگرهای اساس بر (۵

A ∩B = {۰٫۰۶۵
۲ ,

۰٫۲۶
۳ ,

۰٫۶
۴ ,

۰٫۵۱
۵ ,

۰٫۲۶
۶ ,

۰/۱
۷ }

A ∪B = {۰٫۲
۱ ,

۰٫۵۴
۲ ,

۰٫۸۴
۳ ,

۰٫۸۴
۳ ,

۱
۵ ,

۰٫۸۸
۵ ,

۰/۸۴
۶ ,

۱
۷}
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(ω = ۲ (با ییگر عملگرهای اساس بر (۶

A ∩B = { ۰
۲ ,

۰٫۲۷
۳ ,

۰٫۶
۴ ,

۰٫۵۸
۵ ,

۰٫۲۷
۶ ,

۰/۱
۷ }

A ∪B = {۰٫۲
۱ ,

۰٫۵۱
۲ ,

۰٫۸۵
۳ ,

۱
۴ ,

۰٫۹۹
۵ ,

۰٫۸۵
۶ ,

۱
۷}

(α = ۰/۸ (با پراد و دوبوا عملگرهای اساس بر (۷

A ∩B = {۰٫۰۶
۲ ,

۰٫۳
۳ ,

۰٫۶
۴ ,

۰٫۶۱
۵ ,

۰٫۳
۶ ,

۰٫۱
۷ }

A ∪B = {۰٫۲
۱ ,

۰٫۵
۲ ,

۰٫۸۲
۳ ,

۱
۴ ,

۰٫۸۹
۵ ,

۰٫۸۲
۶ ,

۱
۷}

(λ = ۱ (با دومبی عملگرهای اساس بر (۸

A ∩B = {۰٫۰۹
۲ ,

۰٫۲۸
۳ ,

۰٫۶
۴ ,

۰٫۵۴
۵ ,

۰٫۲۸
۶ ,

۰٫۱
۷ }

A ∪B = {۰٫۲
۱ ,

۰٫۵۹
۲ ,

۰٫۸۲
۳ ,

۱
۴ ,

۰٫۸۲
۵ ,

۰٫۸۲
۶ ,

۱
۷}

مناسب عملگر انتخاب

عملگرها کدام فازی مجموعه دو اجتماع و اشتراک برای عملگرها مناسب ترین که موضوع این
مناسب ترین انتخاب بی گمان است. کاربردی و نظری بررسی های در کلیدی مسائل از هستند،
موضوعی اصل پایۀ یک داشتن منطقی، و ریاضی لحاظ از می گردد. باز کاربر معیارهای به عملگر
سرعت مانند را نکاتی باید نیز عملی دید از ولی است. اهمیت حائز (۳ .۳ تا ۱ .۳ قضیه های (مانند
برای گرفت. نظر در کاربردی انتظارات شدن برآورده و مسئله مقتضیات با سازگاری محاسباتی،
عملی و تجربی آزمون های در سیستم موفقیت مهم نکتۀ فازی، کنترل سیستم یک طراحی در مثال،
انتظار مورد عملکرد به منجر که دارد ترجیح S-نرم هایی و T-نرم ها به کارگیری موارد این در است.

شود. سیستم برای

تعمیم یافته مثلثی نرم های ۳ .۳

.[۶۹] داد تعمیم مٔولفه n به را نرم −T تعریف می توان T−نرم ها، شرکت پذیری ویژگی به باتوجه
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است. نرم −T تعریف مبنای بر و بازگشتی رابطه  ای پایۀ بر تعریف این

تعریف زیر به صورت که را Tn(x۱, . . . , xn) : In → I متغیره n تابع هر ۳ .۳ یف تعر
گوییم n−متغیره) T−نرم (یا مؤلفه n با نرم −T یک می شود،

Tn(x۱, . . . , xn) = T [Tn−۱(x۱, . . . , xn−۱), xn]

است. مؤلفه، دو با −T یعنی معمولی، نرم −T ،T (x۱, x۲) که

زیر قضیه در ۴ تا ۱ ویژگی های .[۶۹] می کند بیان را تعمیم یافته T−نرم ویژگی های زیر قضیه دو
هستند. ۱ .۳ تعریف در ۴ تا ۱ ویژگی های با متناظر

می کند صدق زیر ویژگی های در تعمیم یافته، نرم −T هر ۴ .۳ قضیه
یعنی ،۱ عنصر بودن اثر بی (۱

Tn(x۱, . . . , xi−۱, ۱, xi+۱, . . . , xn) = Tn−۱(x۱, . . . , xi−۱, xi+۱, . . . , xn)

آن گاه xi ≤ x′i ،i و i′ ∈ {۱, . . . , n} هر برای اگر یعنی یکنوایی، (۲

Tn(x۱, . . . , xn) ≤ Tn(x
′
i, . . . , x

′
n)

مقدار ،(x۱, . . . , xn)در ها xi از دیگری جایگشت هر با یعنی تعمیم یافته، جابه جایی (۳
نمی کند. تغییر Tn(x۱, . . . , xn)

یعنی تعمیم یافته، شرکت پذیری (۴

Tn(x۱, . . . , xn) = Ti+۱[x۱, . . . , xi, Tn−i(xi+۱, . . . , xn)]
= Tn−j+۱[Tj(x۱, . . . , xj), xj+۱, . . . , xn]

می کند صدق زیر روابط در تعمیم یافته، نرم −T هر ۵ .۳ قضیه
T (x۱, . . . , xn) ≤ min(x۱, . . . , xn) (۱

T (x۱, . . . , xn) = ۱ ⇔ ∀i ∈ {۱, . . . , n}, xi = ۱ (۲
∃i ∈ {۱, . . . , n}, xi = ۰ ⇒ T (x۱, . . . , xn) = ۰ (۳
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T (x۱, . . . , xn) ≤ T (x۱, . . . , xn−k), ۰ ≤ k < n (۴
متناظر دوبعدیِ حالت از تعمیمی یک هر که تعمیم یافته، T−نرم های از نمونه سه .۶ .۳ مثال

از عبارتند هستند،
Tn(x۱, . . . , xn) = min(x۱, . . . , xn) الف)
Tn(x۱. . . . , xn) = x۱x۲ . . . xn =

n∏
i=۱

xi ب)
Tn(x۱, . . . , xn) = max(۰, x۱ + x۲ + · · ·+ xn − n+ ۱) پ)

نرم های آورد. به دست را آن ویژگی های و کرد تعریف را تعمیم یافته S−نرم می توان بالا، روند همانند
.(۱۰ فصل (ر.ک. دارند کاربرد تقریبی استدلال در تعمیم یافته مثلثی

آن جانشین های و ویژگی ها متمم، عملگر دربارۀ ۴ .۳

و C(x) = ۱ − x نفی عملگر برپایۀ A مانند فازی مجموعه یک متمم تعریف ۱ .۲ بخش در
شد تعریف زیر عضویت تابع با Ac فازی مجموعه به صورت

Ac(x) = ۱ −A(x), ∀x ∈ X

اشتراک تعاریف منطقی توجیه از دشوارتر فازی، مجموعه  یک متمم برای تعریف این منطقی توجیه
شد). انجام ۱ .۳ قضیه در که (کاری است min و max عملگرهای برپایۀ اجتماع و

که می کنیم صورت بندی را منطقی و معقول شرایطی ابتدا مناسب، متمم عملگر یافتن به منظور
آوردن به دست برای راه هایی دنبال به سپس و کند صدق آن ها در باید متمم برای مطلوب عملگر یک

.[۴۴] و [۲۳] باشیم مناسب عملگر ساختن یا
طوری که باشد، C : I → I مانند تابع یک به صورت باید متمم عملگر هر کلی حالت در

شود تعریف زیر به صورت آن) اساس بر فقط (و تابع آن اساس بر فازی مجموعه هر متمم

Ac(x) = C[A(x)]

شویم: قائل C تابع برای را زیر محدودیت) /) شرط چهار می توانیم منطقی و شهودی به طور
C(۰) = ۱ و C(۱) = ۰ مرزی شرائط (۱
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x۱ ≤ x۲ ⇒ C(x۱) ≥ C(x۲) یکنوایی (۲
پیوستگی (۳

C[C(x)] = x برگشت پذیری (۴
متمم برعملگر منطبق حدّی حالت در C عملگر که می شود فرض دلیل این به اول شرط
فازی مجموعه در x عضویت درجه وقتی مسلماً که است دلیل این به دوم شرط شود. معمولی
افزایش (دست کم می یابد کاهش A فازی مجموعه متمم در آن عضویت درجه یابد، افزایش A
افزایش اندکی A فازی مجموعه در x عضویت درجۀ اگر که است دلیل این به سوم شرط نمی یابد).
به که، است دلیل این به چهارم شرط باشد. نداشته زیاد کاهش A متمم در x عضویت درجه یابد،

می شود. منجر اول گزارۀ با هم ارز گزاره ای به گزاره، یک نفیِ بار دو منطقی، بیان
به را C(

۱
۲) =

۱
۲ شرط اگر حتی نمی کنند. معین یکتا به طور را C تابع شرط، چهار این ولی

به را دیگری شرط می توان ولی نمی شود. معین یکتا به طور C هم باز کنیم اضافه بالا شرط چهار
آید. به دست C(x) = ۱−x فرد به منحصر به صورت C تابع تا کنیم اضافه ۴ تا ۱ شرایط مجموعه

کنید. توجه زیر قضیه به

صدق زیر شرط در هم چنین و بالا، ۴ تا ۱ شرایط در C : I → I تابع کنید فرض ۶ .۳ قضیه
کند

x۱ − x۲ = C(x۲)− C(x۱) (۵
.C(x) = ۱ − x یکتا به طور آن گاه

که است معنی بدین ۵ شرط که کنید دقت

A(x۱)−A(x۲) = Ac(x۲)−Ac(x۱)

عضویت مقدار در را تغییر مقدار همان دقیقاً ،A فازی مجموعه در عضویت مقدار در تغییری یعنی
چندان و است قوی شرطی شرط این که است روشن کند. فازیAایجاد مجموعه متمم در عنصر آن
عضویت درجه در افزایش مقداری آن ها برای که دارند وجود وضیعت هایی نمی رسد. به نظر بدیهی
متمم در عنصر آن عضویت برای را کاهش مقدار همان لزوماً فازی، مجموعه یک در عنصر یک

نمی دهد. نتیجه فازی، مجموعه
C تابع تا است، ۴ تا ۱ شرایط مجموعه به ۵ شرط به جای دیگری شرط افزودن دیگر، پیشنهاد
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کنید. توجه زیر قضیه به آید. به دست C(x) = ۱ − x به صورت

کند صدق زیر شرط و بالا ۳ تا ۱ شرایط در C : I → I تابع کنید فرض ۷ .۳ قضیه
x۱ + x۲ = ۱ ⇒ C(x۱) + C(x۲) = ۱ (۶

.C(x) = ۱ − x یگانه به طور آن گاه

که است معنی بدین ۶ شرط که کنید دقت

A(x۱) +A(x۲) = ۱ ⇒ Ac(x۱) +Ac(x۲) = ۱

شرط این برقراری که دارند وجود وضیعت هایی هم باز است، ۵ شرط از ضعیف تر ۶ شرط گرچه
نمی نماید. ضروری آن ها برای نیز

شرایط با تنها متمم، تعریف برای مناسب تابع یک تعیین که گفت می توان بالا، بحث پایۀ بر
شرایط این به باید C(x) = ۱ − x متداول عملگر آوردن به دست برای و است ممکن غیر ۴ تا ۱

بیافزاییم. را شرطی
نظری زمینه های از بسیاری در C(x) = ۱ − x عملگر که گفت باید بالا، مباحث از گذشته

دارد. مناسبی عملگر کاربردی و
عملگر به کارگیری با می دهد نشان می کنیم، واگذار خواننده به آن را اثبات که زیر، قضیه
هستند. برقرار دوگان، نرم −S و نرم −T زوج هر از استفاده با دمورگان، قوانین ،C(x) = ۱− x

و نرم −T زوج هر شود، استفاده C(x) = ۱ − x عملگر از متمم برای چنانچه ۸ .۳ قضیه
می کنند. صدق دمورگان قوانین در دوگان نرم −S

به ادامه در است. پارامتری عملگرهای به کارگیری متمم، عملگر تعریف برای دیگر روش یک
می کنیم. اشاره متمم پارامتری عملگرهای مهم ردۀ دو

عضویت تابع با فازی مجموعه به صورت ،A فازی مجموعه سوگینوی λ-متمم ۴ .۳ یف تعر
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می شود تعریف زیر

Ac
λ(x) =

۱ −A(x)

۱ + λA(x)
, λ ∈ (−۱,∞)

معمولی تعریف بر منطبق λ = ۰ به ازای و می کند صدق ۳ تا ۱ شرایط در تعریف، این که کنید دقت
می شود. متمم

زیر عضویت تابع با فازی مجموعه به صورت ،A فازی مجموعه ییگر ω-متمم ۵ .۳ یف تعر
می شود تعریف

Ac
ω(x) = [۱ − (A(x))ω]۱/ω, ω ∈ (۰,∞)

معمولی تعریف بر ωمنطبق = ۱ به ازای تعریف این می کند. صدق ۳ تا ۱ شرایط در نیز ییگر عملگر
می شود. متمم

آن گاه شود، استفاده متمم برای عملگر این از اگر که است آن ییگر متمم عملگر دربارۀ دیگر نکتۀ
،ω ∈ (۰,∞) هر به ازای یعنی، .(۲۰ .۳ (تمرین می کند صدق شمول قانون در ییگر اجتماع عملگر

A ∪Ac
ω = X

عملگرهای برای را دورگان قوانین بودن برقرار می کنیم، واگذار خواننده به را آن اثبات که زیر، قضیه
می کند. بیان ییگر متمم

این در شود. استفاده استاندارد عملگرهای از اجتماع و اشتراک برای کنید فرض ۹ .۳ قضیه
هستند. برقرار دمورگان قوانین ییگر؛ ω−متمم ب) سوگینو، λ−متمم الف) به کارگیری با صورت

رسم ω و λ مقدار چند به ازای ییگر و سوگینو متمم عملگرهای نمودار ۲ .۳ و ۱ .۳ شکل های در
شده اند.

A∪Ac = X یعنی طرد و شمول قوانین فازی مجموعه های زمینۀ در که گفتیم پیشتر ۳ .۳ نکته
به نه و می گردد باز اشتراک و اجتماع تعریف به موضوع این نیستند. برقرار A ∩ Ac = ϕ و
را فازی مجموعه دو اجتماع و اشتراک می توان که دیدیم پیشین بخش در زیرا متمم. تعریف
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.λ مقدار چند به ازای سوگینو متمم رفتار ۱ .۳ شکل

توزیع پذیری قوانین دادن دست از با (البته باشند برقرار طرد و شمول قوانین که کرد تعریف چنان
خودتوانی.) و

است، تعادل نقطهٔ ،C مانند متمم عملگر هر با مرتبط ویژگی یک تعادل) (نقطۀ ۴ .۳ نکته
درجهٔ نقطه آن در که است نقطه ای تعادل، نقطهٔ دیگر، سخن به .C(x) = x که نقطه ای یعنی
هر که می شود ثابت .AC(x) = A(x) است: A در عضویت درجهٔ با برابر AC در عضویت
تعادل نقطهٔ یک تنها و یک پیوسته متمم تابع هر این که و دارد تعادل نقطهٔ یک حداکثر متمم تابع

.[۴۹] دارد



۹۱ تکمیلی نکته های ۵ .۳

.ω مقدار چند به ازای ییگر متمم رفتار ۲ .۳ شکل

تکمیلی نکته های ۵ .۳

انبوهش عملگرهای -۱

که هستند تعریف هایی max عملگرهایminو پایۀ بر فازی مجموعه دو اجتماع و اشتراک تعریف
ار پس کرد. مطرح اجتماع و اشتراک برای [۸۹] فازی» «مجموعه های خود مقالۀ نخستین در زاده
مهم ترین که شدند معرفی اجتماع و اشتراک برای گوناگونی عملگرهای فازی، مجموعه های معرفی

کردیم. مرور ۱ .۳ بخش در را آن ها
شیوه های نیستند. فازی مجموعه دو انبوهش روش های تنها اجتماع و اشتراک که است گفتنی
عملگرهای به کارگیری شیوه، یک شده اند. پیشنهاد فازی مجموعه دو انبوهش برای نیز دیگری
تصمیم گیری به مربوط مباحث در به ویژه که است، هندسی) میانگین و حسابی میانگین (مانند میانگین
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همچنین، شده اند. بیان به خوبی کلیر-یوان کتاب در عملگرها این دارند. کاربرد فازی محیط در
میانگین عملگرهای تلفیق دیگر، شیوۀ است. میانگین عملگرهای دربارۀ مناسبی مروری متن [۳۶]
و فازی» «و به موسوم عملگرهایی تعریف به منجر که است اجتماع و اشتراک به مربوط عملگرهای و
انبوهش عملگرهای انواع مقایسۀ و بررسی دربارۀ گسترده و دقیق گزارش دو .[] است شده فازی» «یا
این در مراجع برخی و انبوهش، عملگرهای انواع دربارۀ بیشتر مطالعۀ هستند. [۵۷] و [۳۳] فازی،

کرد. پیگیری [۴۹] در می توان را باره،

مثلثی نرم های -۲

معرفی آماری، متریک فضاهای بستر در ،۱۹۴۲ سال در منگر به وسیلۀ بار نخستین مثلثی نرم های
این به [۷۴] کتاب یک سپس و مقاله چند طی م. ۱۹۶۰ دهۀ در اسکلار و اشوارتس .[۵۶] شد
یک به عنوان S-نرم ها، و T-نرم ها موضوع به فازی، مجموعه های معرفی از پس پرداختند. موضوع

شد. جدی تری و بیشتر توجه پایه ای، و محوری موضوع
مختلف انواع و آن ها کاربرد آن ها، ویژگی های مانند مباحثی و S-نرم ها و T-نرم ها دربارۀ
جامع و اصلی مرجع است. شده نگاشته مقاله بسیاری و کتاب  چند آن ها، ناپارامتری و پارامتری
ساختارهای هستند). توجه شایان نیز [۴۶] کتاب (مقالات است [۴۵] همکاران و کلمنت کتاب
شده بحث به گستردگی [۶۲] واکر و گوین کتاب در عملگرها این با مرتبط / بر مبتنی منطقی و جبری

است. شده بررسی [۶۵] و [۶۲] در عملگرها این حساسیت تحلیل ببینید). [۶۳] را (نیز است
به ترتیب هستند) S-نرم و T-نرم از کلی تر مفاهیمی (که همضرب نما و ضرب نما مفاهیم نوواک

.[۶۴] است گرفته نظر در S-نرم و T-نرم مفاهیم به جای

مشخصه سازی قضیه های و مولد توابع -۳

مثلثی نرم های مشخص، الگویی با می توان آیا کرد؟ تولید الگوریتم وار را مثلثی نرم های می توان آیا
دارند. نام مولد توابع الگوها این است. مثبت پرسش دو هر پاسخ کرد؟ تولید خاص ویژگی هایی با
مثلثی نرم های مشخصه سازی دربارۀ قضیه هایی مثلثی، نرم های تولید بر افزون مولد، توابع برپایۀ
هم نرم های دربارۀ مشخصه سازی، قضیه های و مولد توابع یعنی مبحث، دو این است. شده بیان نیز



۹۳ تکمیلی نکته های ۵ .۳

کتاب و [۶۳] همکاران و نواک کتاب در است. مطرح نیز متمم عملگرهای دربارۀ همچنین و مثلثی
کاپولا شده اند. بیان به خوبی مبحث دو این [۴۹] یوان و کلیر

بیشتر مطالعۀ برای -۴

کلیر کتاب های در می توان را نفی) عملگر منطقی: دیدگاه (از متمم عملگر دربارۀ بیشتر مطالعۀ
قضایای برخی حاوی [۴۹] یوان و کلیر کتاب کرد. دنبال [۶۵] یوان و پدریچ و [۴۸] فولگر و
چارچوب در متمم عملگر نیز [۶۲] واکر و گوین کتاب در است. متمم عملگر دربارۀ مشخصه سازی

است. شده بررسی جبری مباحث
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پرسش ها

یا شرط اگر (البته نیست؟ بدیهی بلمن-یرتس، قضیۀ در هفت گانه شرایط از کدام یک شما، دید از ۱ .۳
نمی دانید.) بدیهی را شرایطی

ویژگی های سپس، کنید. تعریف است، آمده کتاب متن در که آنها به جز T-نرم، یک که کنید تلاش ۲ .۳
کنید. بررسی کرده اید، معرفی که را T-نرمی

یا A(x) + Ac(x) < ۱ (یعنی Ac(x) = ۱ − A(x) شرط نبودن برقرار کاربردی، دید از ۳ .۳
می دهد؟ رخ وضعیت هایی چه در (A(x) +Ac(x) > ۱

ین ها تمر

هم اند. از مستقل ۳ .۳ قضیه شرایط که دهید نشان مثال چهار با ۱ .۳
فازی مجموعه B و کوچک»، «اعداد فازی مجموعه A و ،X = {۰, ۱, ۲, . . . , ۱۰} کنید فرض ۲ .۳

باشند زیر عضویت توابع با «۵ تقریباً «اعداد

A = {۱
۰ ,

۰٫۸
۱ ,

۰٫۶
۲ ,

۰٫۴
۳ ,

۰٫۲
۴ ,

۰٫۰۵
۵ , }

B = {۰٫۲
۲ ,

۰٫۴
۳ ,

۰٫۷
۴ ,

۱
۵ ,

۰٫۷
۶ ,

۰٫۴
۷ ,

۰٫۲
۸ }

در بیایید. گفتیم فصل این در اجتماع و اشتراک برای که تعریفی هشت پایۀ بر را A ∪B و A ∩B

پراد و دوبوا عملگرهای ،ω = ۳ از ییگر عملگرهای ،γ = ۰٫۲ از هاماخر عملگرهای از استفاده
کنید. استفاده λ = ۲ از دومبی عملگرهای به کارگیری در و α = ۰٫۵ از

بیابید. γ چند به ازای هاماخر عملگرهای اساس بر را A ∪B و A ∩B ،۲ .۳ تمرین مفروضات با ۳ .۳
کنید. بررسی را γ تغییر تأثیر و کنید خلاصه جداگانه جدول دو در را نتایج

دهید. انجام ω چند به ازای و ییگر عملگرهای اساس بر را ۳ .۳ تمرین ۴ .۳
دهید. انجام α چند به ازای و پراد و دوبوا عملگرهای اساس بر را ۳ .۳ تمرین ۵ .۳

دهید. انجام λ چند به ازای و دومبی عملگرهای پایۀ بر را ۳ .۳ تمرین ۶ .۳
در کراندار) جمع و کراندار (تفاضل پوچ توان عملگرهای که کنید بررسی ،۲ .۳ تمرین نتایج اساس بر ۷ .۳
فازی مجموعه گرفتن نظر در با همچنین، نیستند. خودتوان ولی می کنند، صدق طرد و شمول قوانین



۹۵ ین ها تمر

نمی کنند. صدق توزیع پذیری قوانین در عملگرها این که کنید بررسی ،C مانند دیگری
بگیرید نظر در زیر عضویت توابع با را ده) (حدود B و صفر) (حدود A فازی مجموعه دو ۸ .۳

A(x) =


۱۰ + x

۱۰ −۱۰ ≤ x < ۰
۱۰ − x

۱۰ ۰ ≤ x < ۱۰
۰ دیگر جاهای

B(x) =


x

۱۰ ۰ ≤ x < ۱۰
۲۰ − x

۱۰ ۱۰ ≤ x < ۲۰
۰ دیگر جاهای

کنید. رسم را آن ها عضویت توابع نمودار و بیابید، پوچ توان عملگرهای پایۀ بر را A ∪B و A ∩B

توابع Mبا فازیLو مجموعه دو به وسیلۀ متوسط سرعت و کم سرعت خودرو، یک کنترل سامانۀ در ۹ .۳
شده اند تعریف زیر عضویت

L(v) =


۱ ۰ ≤ v < ۳۰
۶۰ − v

۳۰ ۳۰ ≤ v < ۶۰
۰ دیگر جاهای

M(v) =


v − ۳۰

۳۰ ۳۰ ≤ v < ۶۰
۹۰ − v

۳۰ ۶۰ ≤ v < ۹۰
۰ دیگر جاهای

احتمالی، جمع ماکزیمم، عملگر چهار پایۀ بر را متوسط) یا کم (سرعت L ∪ M عضویت تابع
کنید. رسم را حاصل عضویت توابع نمودار و بیابید، دراستیک و کراندار جمع

کنید. مقایسه هم با و بیابید λ = ۱۰ و λ = −۰٫۵ به ازای را Ac
λ ،۲ .۳ تمرین مفروضات با ۱۰ .۳

بیابید. λ = ۱ به ازای را Ac
λ(x) فازی مجموعه .A(x) =

۱
۲ , ∀x ∈ X و X = [۰, ۱۰] گیریم ۱۱ .۳

λ = ۱ به ازای را Ac
λ(x) فازی مجموعه .A(x) =

۱ − x

۱ + x
, ∀x ∈ X و X = [۰, ۱] کنید فرض ۱۲ .۳

کنید. رسم دستگاه، یک در را، Ac
λ=۱(x) و A(x) نمودار بیابید.

مجموع یعنی ،A(x) + Acλ(x) > ۱ همواره آن گاه λ < ۰ اگر ،Ac
λ تعریف در که کنید بررسی ۱۳ .۳

چنانچه و است. بیشتر یک از مجموعه آن λ−متمم و مجموعه یک در دلخواه x هر عضویت مقادیر
یک در دلخواه x هر عضویت مقادیر مجموع یعنی ،A(x) + Acλ(x) < ۱ همواره ،λ > ۰

است. کمتر یک از مجموعه آن λ−متمم و مجموعه
و A ∩B فازی مجموعه های .B(x) =

۱
۲ و A(x) = x, ∀x ∈ X و X = [۰, ۱] کنید فرض ۱۴ .۳

مجموعه های عضویت توابع نمودارهای بیابید. (γ = ۲ (با یکنوا اکیداً عملگرهای پایۀ بر A∪Bرا

کنید. رسم دستگاه یک در را A ∪B و A ∩B و B و A فازی
α =

۱
۳ با پراد و دوبوا عملگرهای به کارگیری با را A ∪ B و A ∩ B ،۱۴ .۳ تمرین مفروضات با ۱۵ .۳

کنید. رسم را A ∪B و A ∩B و B و A عضویت توابع نمودارهای بیابید.
تابع آیا که کنید بررسی الف) ۱۶ .۳

C(x) =
۱
۲{۱ + Sin((۲x+ ۱)π۲ )}

می کند؟ صدق نفی عملگر چهارگانۀ شرایط در



متمم و اجتماع اشتراک، به مربوط عملگرهای دربارۀ ۳ ۹۶

بزنید؛ مثال شد، اشاره فصل این در که مواردی به جز نفی، عملگر برای دیگر مناسب تابع یک ب)
کند. صدق نفی عملگر چهارگانۀ شرائط در که I به I از یک متغیره تابعی یعنی

یعنی هستند. S−نرم ها و T−نرم ها حدی حالت های به ترتیب max و min نرم های که کنید ثابت ۱۷ .۳
S−نرم هر و T−نرم هر دربارۀ

T (x, y) ≤ Tm(x, y)
S(x, y) ≥ Sm(x, y)

هستند. S-نرم ها و T-نرم ها حدی حالت به ترتیب دراستیک، S-نرم و دراستیک T-نرم کنید ثابت ۱۸ .۳
x, y ∈ [۰, ۱] هر به ازای بگیریم، نظر در که را S-نرم هر و T-نرم هر یعنی

Td(x, y) ≤ T (x, y)
Sd(x, y) ≥ S(x, y)

یعنی اند. یک به یک مؤلفه، هر برحسب هاماخر، اجتماع و اشتراک عملگرهای که کنید ثابت ۱۹ .۳

A ∩B = A ∩ C ⇒ B = C و A ∪B = A ∪ C ⇒ B = C

نتیجه) در (و

A ∩B = C ∩B ⇒ A = C و A ∪B = C ∪B ⇒ A = C

رهیافت تفاوت دانست، ۱ .۳ قضیه در (توزیع پذیری) ۳ شرط بدیل را آنها می توان که شرائط این
می دهد. نشان اجتماع و اشتراک تعریف در یرتس - بلمن رهیافت با را هاماخر

می کند. صدق شمول قانون در ییگر اجتماع عملگر ییگر، متمم −ω از استفاده با که کنید بررسی ۲۰ .۳
از است عبارت دارد، خودتوانی ویژگی که T−نرم تنها کنید ثابت خودتوان) T−نرم (تنها ۲۱ .۳
Sm(x, y) = max{x, y} دارد را ویژگی این که S−نرم تنها همچنین .Tm(x, y) = min{x, y}

است.
که کنید بررسی ۲۲ .۳

،T (x, ۰) = ۰,∀x ∈ I T−نرم، هر برای الف)
.S(x, ۱) = ۱,∀x ∈ I S−نرم، هر دربارۀ ب)

است زیر ویژگی با T-نرمی ،T کنید فرض ۲۳ .۳

T (x, y + z) = T (x, y) + T (x, z), x, y, z ∈ [۰, ۱], y + z ≤ ۱

است. جبری ضرب T که کنید ثابت
صدق برگشت پذیری، یعنی متمم، عملگرهای به مربوط ۴ شرط در سوگینو متمم که کنید بررسی ۲۴ .۳

می کند.



۹۷ ین ها تمر

بیابید. را سوگینو متمم عملگرهای تعادل نقطۀ الف) تعادل) نقطۀ (دربارۀ ۲۵ .۳
بیابید. را ییگر متمم عملگرهای تعادل نقطۀ ب)

تعادل نقطۀ یک حداکثر یکنوایی) و مرزی (شرایط ۲ و ۱ شرایط با فازی متمم هر که کنید ثابت پ)
دارد. تعادل نقطۀ یک تنها و یک پیوستگی) (شرط ۳ و ۲ و ۱ شرایط با فازی متمم هر و دارد،

کاربردی؟ تمرین و ۳ .۴ تمرین مانند مین و ماکز توابع نمودار رسم برای تمرین ۲۶ .۳


