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هيدروليك محاسباتي
(كارشناسي ارشد  مهندسي آب و سازه هاي هيدروليكي)

CFD

Computational Fluid Dynamics
(ديناميك سيالات محاسباتي)
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مقدمه: فصل اول 
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روشهايتئوريوتحليلي-1
.براساس حل معادلات حاكم بنا شده اند* 
.اغلب معادلات به صورت معادلات ديفرانسيل پاره اي مرتبه دوم هستند* 
.ستحل تحليلي معادلات مذكور بجز در برخي شرايط خاص، امكان پذير ني* 

(آزمايشگاهي)روشهايتجربي-2
.برپايه اندازه گيري هاي عملي استوار است* 
ن اگر اندازه گيري برروي نمونه واقعي ممكن نباشد از مدل آزمايشگاهي آ* 

.استفاده مي شود
ا      ساخت دقيق برخي از قسمت هاي مدل يا ايجاد بعضي شرايط خاص بعض* 

.بسيار دشوار يا غير ممكن است
.معمولا پرهزينه و وقت گير مي باشد* 

(CFD)روشهايحلعددي-3
CFDال حرارت و عبارتست از تحليل عددي سيستم ها شامل جريان سيال، انتق

.پديده هاي همراه، بر اساس شبيه سازي كامپيوتري

constant
2

1 2  gyvP 

ن جريان سيال روش هاي حل ميدا
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جوئي در زمان و هزينهصرفه.

روي سازي مسائلي كه انجام آزمايشاتتوانائي مطالعه و شبيه
.آن ها مشكل و يا غيرممكن است

دست آوردن اطلاعات كامل با جزئيات بسيار دقيقبه.

توانائي شبيه سازي شرايط واقعي.

:، نسبت به روش هاي تجربي(CFD)مزاياي روش هاي حل عددي 
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CFDتاريخچه   

 اولين شخصي بود كه محاسبات ( 1881-1953)احتمالا  لوئيس فري ريچاردسون
CFDبه شكل امروزي را انجام داده است .

تلاف محدود،  او با تقسيم ناحيه فيزيكي به سلول هاي شبكه و استفاده از روش اخ
.سعي در پيش بيني وضع هوا را داشت

 ساعت كار محاسباتي انجام داد، ولي چون مدل او 8هفته و روزي 6ريچاردسون
.دبه محاسبات خيلي بيشتري نياز داشت در پايان با شكست مواجه ش

 نفر يك ماشين 64000ريچاردسون به فكر راه حلي بهترولي عجيبي افتاد،  او به
حساب مكانيكي داد، آنها را در ورزشگاهي جمع كرد و خودش در وسط 

ورزشگاه با كمك يك چراغ و علائم مورس، رهبري آنها را برعهده گرفت،
.محسوب مي شدCFDموفق گرديد، ولي نتيجه اين روش فقط يك محاسبه اوليه 
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(ادامه)CFDتاريخچه   

 م داددر انگليس اولين محاسبه عددي براي جريان پشت استوانه را انجا1933تام در سال.
 ار در ژاپن  حل مشابهي براي جريان پشت استوانه انجام داد، اين ك1953كاواگاتي در سال

.ساعت كار حاصل شده بود20ماه و با هفته اي 18با ماشين حساب به مدت 
 بخش نظريNASA روشهاي عددي زيادي را ارائه داد كه هنوز نيز 1960در خلال دهه

.مورد استفاده قرار مي گيرند
 نيزكارهاي زيادي براي 1970گروهي زير نظر اسپالدينگ در كالج سلطنتي لندن در دهه

.انجام دادندCFDتوسعه 
 ي را چاپ كرد، كه يك“ جريان سيال و انتقال حرارت عددي”كتاب 1980پاتانكار در سال

بود و تاثير زيادي در گسترش آن داشت و شايد هزاران كدCFDاز وقايع مهم در دنياي 
CFDبراساس اين كتاب نوشته شده است.

 برنامه هاي تجاري 1980بالاخره در اواخر دهه ،CFD پا به عرصه بازار گذاشتند و درحال
. كنندحاضر شركت هاي زيادي براي مطالعات و محاسبات خود از اين برنامه ها استفاده مي

 هنوز نيز علمCFDاشددرحال توسعه و پيشرفت در شرايط پيچيده جريان سيالات مي ب.
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.IPre-processor(پيش پردازنده)

.IISolver(حل كننده)

.IIIPost-processor(پس پردازنده)

CFDساختار     کدهاي 



999

Pre-processor(پيش پردازنده)
 تعريف هندسه ناحيه مورد نظر يا ميدان محاسباتي(computational domain)

 شبكه بندي ناحيه مورد نظر(grid or mesh generation)

انتخاب مجموعه پديده هاي فيزيكي و شيميائي كه بايد مدل شود
تعريف خواص سيال
اس با تشخيص و تعريف شرايط مرزي لازم در سلول هائي كه منطبق و يا در تم

.مرزها هستند

CFDساختار  کدهاي   
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Solver(حل كننده)
تقريب متغير هاي مجهول جريان، با استفاده از توابع ساده

ريان و گسسته سازي با استفاده از جايگذاري تقريب ها در معادلات حاكم بر ج
.سپس انجام تغييرات رياضي

 روش هاي طيفي(Spectral Methods)

  روش عناصر محدود(Finite Element Method) “FEM”

  روش اختلاف محدود(Finite Difference Method) “FDM”

  روش حجم محدود(Finite Volume Method) “FVM”

حل معادلات جبري

CFDساختار  کدهاي    
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Post-processor(پس پردازنده)
ه خروجي عددي نتايج براي كليه نقاط شبك

به صورت جداول دسته بندي شده ونمودارها

باتيخروجي گرافيكي نتايج براي ميدان محاس
نمايش ميدان هندسي و شبكه•
ترسيمات برداري•
ترسيمات خط و سايه هم تراز•
ترسيمات سطح دوبعدي و سه بعدي•
مسير حركت ذره•
خروج نتايج با رنگ بندي هاي مشخص•
خروجي به صورت انيميشن و متحرك•

CFDساختار   کدهاي   
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يادآوري : فصل دوم

ناميك سيالاتمعادلات ديفرانسيلي حاكم در  دي 
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اشد؛بمعادلاتحاكمبرجريانسيالبيانگرقوانينفيزيكيبقاءبصورتعباراترياضيمي
:برخيازاينقوانينعبارتنداز

جرم سيال همواره ثابت مي باشد.

رابر است نرخ تغيير اندازه حركت، با برايند نيروهاي وارد روي ذره سيال ب
(.قانون دوم نيوتن)

ار انجام نرخ تغيير انرژي، با مجموع نرخ افزايش حرارت سيستم و نرخ ك
(.قانون اول ترموديناميك)شده روي ذره سيال برابر است 

معادلات حاكم  بر جريان سيال 
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:ميدانسرعت

:ميدانشتاب

ktzyxVjtzyxVitzyxVV zyx
ˆ),,,(ˆ),,,(ˆ),,,( 

ن  هاي سرعت   و  شتاب  ميدا
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نرخافزايشجرمدرالمانسيال=نرخخالصجريانجرموروديبهالمانسيال

(Mass conservation)بقاي جرم  
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(Mass conservation)بقاي جرم  
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نرخافزايشاندازهحركتذرهسيال=برآيندنيروهايموثربرذرهسيال

(Surface Forces)نيروهاي سطحي •

(.Pressure F)نيروهاي فشاري •

(.Viscous F)نيروهاي لزج •

(Body forces)نيروهاي بدنه •

(.Gravity F)نيروهاي گرانشي •

(.Centrifugal F)نيروي گريزازمركز •

(.Coriolis F)نيروي كريوليس •

نيروهاي الكترومغناطيس •
(Electromagnetic F.)

زه حركت   (Momentum equation)معادله اندا

در جهت هاي

x             y            z

Dt

Dw

Dt

Dv

Dt

Du
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.بصورت جملات جداگانه در معادلات اندازه حركت نشان داده مي شوندنيروهاي سطحي •

زه حركت   (Momentum equation)معادله اندا



.ندكنهاي نيروهائي كه در همان جهت روي المان سيال عمل ميبرابر است با برآيند مولفهxنيروي خالص در جهت 
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زه حركت   (Momentum equation)معادله اندا

:عبارتست ازxبنابراين نيروي كل در واحد حجم سيال، ناشي از تنشهاي سطحي در جهت 
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. مي شوندمعمولا بصورت عبارت هاي چشمه در معادلات انداه حركت نشان دادهنيروهاي بدنه •

معادله اندازه حركتxمولفه •

معادله اندازه حركتyمولفه •

معادله اندازه حركتzمولفه •

شي عمودي علامت فشار مخالف علامت تنش عمودي لزج مي باشد، زيرا طبق قرارداد براي تنش كش: 1نكته 
مت منفي خواهد علامت مثبت در نظر گرفته مي شود و بنابراين فشار ناشي از تنش عمودي تراكمي علا

.داشت
بعنوان نمونه نيروي بدنه ناشي از گرانش با استفاده از      : 2نكته 

.مدل مي شود

زه حركت   (Momentum equation)معادله اندا



gSSS MzMxMy  ,0
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نرخخالصكارانجامشده
امرويذرهسيالياكارانج
شدهتوسطسيال

(Energy equation)معادله انرژي   

Dt

DE


(در واحد حجم)

وصسيالانرژيمخص=(حرارتي)انرژي داخلي+انرژي جنبشي+انرژي پتانسيل

EswvuiE  )(
2

1 222

نرختغييرانرژي
ذرهسيال

هنرخخالصحراراتاضافهشد
ازبهذرهسيالياگرفتهشده

ذرهسيال
=+
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(Energy equation)معادله انرژي   

(Xتوسط نيروهاي سطحي در راستاي)

مولفه سرعت در جهت نيرو×نيرو =نرخ كارخالص انجام شده روي ذره سيال در داخل المان 

نرخخالصكارانجامشده
رويذرهسيال

نرخافزايشانرژي
ذرهسيال

هنرخخالصحراراتاضافهشد
بهذرهسيال

=+
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(Energy equation)معادله انرژي   

 Xدر راستاي

 Yدر راستاي

 Zدر راستاي

نرخ كارخالص انجام شده روي ذره سيال

سطحينرخ كل كارانجام شده روي ذره سيال بوسيله تنش=
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(Energy equation)معادله انرژي   

Xدر راستاي 

نرخخالصكارانجامشده
رويذرهسيال

نرخافزايشانرژي
ذرهسيال

هنرخخالصحراراتاضافهشد
بهذرهسيال

=+

 Yدر راستاي

 Zدر راستاي

يال نرخ خالص انتقال حرارت به س
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(Energy equation)معادله انرژي   

ده نرخ كلي گرماي افزوده ش
در واحد حجمبه ذره سيال 

ناشي از جريان حرارت 
عبوري از مرزها

مطابق قانون فوريه براي 
هدايت حرارت، شار حرارتي 

ير با گراديان دما به صورت ز
:مرتبط مي گردد

يال نرخ افزايش گرما به ذره س
به دليل هدايت حرارتي 

توسط مرزهاي المان
=
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(Energy equation)معادله انرژي   

معادله انرژي

:در معادله فوق

= يل گرانشي نرخ خالص كار انجام شده روي سيال توسط نيروهاي بدنه و انرژي پتانس
(بصورت يك چشمه وارد معادله شده اند)
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(Energy equation)معادله انرژي   

:شيمعادله بقاي انرژي جنب
zوx،yهايمولفهضرببا)

يببترتحركتاندازهمعادله
جمعسپسوwوu،vدر

(شودميحاصلآنها

با فرض؛

:ير تجزيه كردمعادله انرژي را مي توان به دو معادله بقائ انرژي جنبشي و معادله انرژي داخلي به شكل ز

:معادله انرژي داخلي
ازانرژيمعادلهكسراز)

شيجنبانرژيبقايمعادله
(شودميحاصل
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(Equations of state)معادلات  حالت   

)( ij

RTP 

وzوx،yبقايجرم،اندازهحركتدرجهات)درميانپنجمعادلهحاكمدرانتقالسيال

ومولفههايتنشلزجي(wوu،v)علاوهبرمتغيرهايسرعتجريان(معادلهانرژي

،(ددربخشبعديبحثخواهدش)كهبهشكلمعادلاتديفرانسيليسرعتدرخواهندآمد

.نيزوجودداردiوp،ρ،Tچهارمتغيرترموديناميكي

اين.تلذاباتوجهبهتعدادمجهولاتبرايحلجريانسيالحداقلدومعادلهديگرنيازاس

ايدبدستمعادلاتكهبهمعادلاتحالتمعروفندرابطهبينمتغيرهايترموديناميكيراب

:دهندهمانندمعادلهگازكامل
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(Navier-Stokes equations)استوكس   -معادلات  ناوير

.شدباهايتنشلزجيميمعادلاتحاكمشاملمجهولاتبهاضافهمولفه•

ختغييرهايلزجبصورتتوابعيازنرهايسيال،تنشدربسياريازجريان•
.شودهايمحليبيانميشكل

يازنرخهابصورتتركيبهايسهبعدي،نرخمحليتغييرشكلدرجريان•
.تغييراتخطيونرختغييراتحجمياست

ميازسيالياستكهدارايمقاديرمه)نرختغييرشكليكسيالايزوتروپ•
(Schlichting, 1979)مطابقنظراشليختينگ(مولكولهايپليمرينميباشند

:عبارتستاز
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(Navier-Stokes equations)استوكس   -معادلات  ناوير

:مولفههايتغييرطولخطي•

:هايتغييرشكلخطيبرشيمولفه•

:تغييرشكلحجمي•

:(Schlichting, 1979)اشليختينگ
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(Navier-Stokes equations)استوكس   -معادلات  ناوير

.دريكسيالنيوتني،تنشهايلزجمتناسبباتغييرشكلهاميباشد•

:ثابتتناسباست2قانونلزجتنيوتندرشكلسهبعديجريانهايقابلتراكمداراي•

.تغييرشكلخطيراباتنشهامرتبطميسازد(:µ)لزجتديناميكي–

ازتنشراباتغييرشكلهايحجميمرتبطميسازدولياطلاعاتزيادي(:λ)لزجتثانويه–
.آننداريم،براياينكهاثراتآندرعملخيليكوچكاست
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(Navier-Stokes equations)استوكس   -معادلات  ناوير

، معادلات ساده شده )و انرژي(هاي ذكر شده در معادلات اندازه حركت با جايگذاري  تنش

:ائه گرديدآيد كه براي اولين بار توسط ناوير و استوكس بطور مستقل ارزير بدست مي
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شكل بقائي معادلات حاكم بر جريان سيال
(Conservation form of the governing equation of fluid flow)
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(Navier-Stokes equations)استوكس   -معادلات  ناوير

شود كه پس از يك توصيف ميФهاي لزج در معادله انرزي با معادله استهلاك تمامي تنش

:سري عمليات عبارتست از



383838

تگي،ازتركيبمعادلهپيوس(همانندخاك)معادلاتحاكمبرجريانآبدرمحيطهايمتخلخل
:جرياندراينمحيطهابامعادلهدارسيحاصلميشوند

معادله دارسي:

:در اين معادله 

q :دبي جريان در واحد سطح
K : (ضريب آبگذري)هدايت هيدروليكي محيط متخلخل
i :شيب هيدروليكي

H :بار كل در هر نقطه از محيط متخلخل

H ∆ :اختلاف بار كل در دو نقطه از مسير جريان
L : (بين دو نقطه)طول مسير جريان

محيط هاي در معادلات حاكم  بر جريان آب
متخلخل

L

H
kkiq
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H :بار كل در هر نقطه از محيط متخلخل عبارتست از:

he=V2/2g :در محيط هاي پتانسيل جنبشي است كه با توجه به سرعت بسيار كند آب
.متخلخل معمولا صرفنظر مي شود

hP=P/γ :ده در نقطه مورد پتانسيل فشاري است كه برابر ارتفاع آب در پيزومتر نصب ش
.نظر است

hz:بناي فرضي استپتانسيل ثقلي است كه برابر فاصله نقطه مورد نظر از يك سطح م.

hm:هاي متخلخل پتانسيل ماتريك و وابسته به جذب سطحي ذرات است كه در محيط 
.   گيري استاشباع برابر صفر و در غير اشباع با استفاده از تانسيومتر قابل اندازه

معادله دارسي

mzpe hhhhH 
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معادله پيوستگي:

متخلخلمعادله پيوستگي در محيط هاي 
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(δtدر مدت زمان )تغييرات حجم آب در المان 
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متخلخلمعادله پيوستگي در محيط هاي 





























z

q

y

q

x

q

t

zyxv

zyx
zyx

zyx
v

z

q

y

q

x

q

t































zyx
v

t







ظرنرخ تغييرات رطوبت در حجم مورد ن
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 تغييرات حجم آب در المان( در مدت زمانδt)
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در محيط همگن و 
ايزوتروپ

(Richard & Laplace equations)معادلات  ريچارد   و   لاپلاس    
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معادله ريچارد

اعدر محيط همگن، ايزوتروپ و اشب معادله لاپلاس

ط مطابق معادله دارسي در محي
پغيرهمگن و غير ايزوترو
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:با تركيب معادله همبستگي و دارسي خواهيم داشت
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دسته بندي  معادلات  ديفرانسيل   پاره اي
معادلات ديفرانسيل پاره اي خطي:

.ضريب متغير وابسته و مشتق هاي آن در معادله وجود ندارد

معادله موج يك  بعدي؛: همانند

معادلات ديفرانسيل پاره اي غير خطي:

.حاصل ضرب متغير هاي وابسته يا مشتق هاي آن در معادله وجود دارد

؛(Burgers)معادله غير لزج برگرز : همانند
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ومدسته بندي  معادلات  ديفرانسيل   پاره اي مرتبه د

معادلات بيضوي:(Elliptic equ.)

در همه سو منحني مشخصه واقعي ندارند، به طوري كه اغتشاش ايجاد شده در نقطه اختياري

.منتشر مي شود

با داشتن شرايط مرزي يگانه جواب در داخل قلمرو حل به دست مي آيد  .

 0معادله لاپلاس؛: همانند
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ومدسته بندي  معادلات  ديفرانسيل   پاره اي مرتبه د

 معادلات سهموي(Parabolic Equ.) :

يك منحني مشخصه وجود دارد  .

 جواب در داخل و دو دسته شرايط مرزي( شرايط اوليه)با داشتن توضيع اوليه متغير وابسته

.  قلمرو حل به دست مي آيد

 معادله انتشار لزجت؛: همانند
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ومدسته بندي  معادلات  ديفرانسيل   پاره اي مرتبه د

 معادلات هذلولوي(Hyperbolic Equ.) :

دو منحني مشخصه حقيقي وجود دارد  .

به دست با داشتن دو دسته شرايط اوليه و دو دسته شرايط مرزي جواب در داخل قلمرو حل

.  مي آيد

 معادله موج مرتبه دوم؛: همانند
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طبقه بندي رفتار فيزيكي جريان

:(Steady state)حالت دائم 

نمونه بارز اين . جرياني است كه مستقل از زمان بوده و معمولا با معادلات بيضوي بيان مي شوند

:معادلات، معادله لاپلاس است

: (Unsteady state)حالت غيردائم 

.   شوندجريان هاي وابسته به زمان بوده و معمولا با معادلات سهموي و هذلولوي توصيف مي



484848

طبقه بندي رفتار فيزيكي جريان

 مسائل انتشار(Diffusion problems)
هر رنگي در مايع نمونه بارز معادلات انتشار خالص يا انتشار مولكولي، پخشيدگي يك قطره جو

.ساكن است
غلظت جرمي مواد محلول

ضريب انتشار مولكولي         فلاكس جرمي مواد محلول

ي جرمطبق قانون بقا

ديدر حالت سه بع
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طبقه بندي رفتار فيزيكي جريان

 انتقال-انتشارمسائل(Convection-Diffusion problems)
ول يا معلق با در حالت انتشار اگر جريان هم وجود داشته باشد و بافرض سرعت يكسان ذرات محل

:سرعت جريان
انتقال

انتشار

در حالت سه بعدي
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convection diffusion
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فصل سوم

(FDM)حدود  مباني اوليه روش تفاضل هاي م 
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(يلوربا استفاده از بسط ت )تقريب مشتق   مرتبه اول   
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Forward difference(پيشرو)تفاضلروبهجلو*
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تقريب مشتق   مرتبه اول
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Backward difference(پسرو)تفاضلروبهعقب*
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 1 لخطا از مرتبه او
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تقريب مشتق   مرتبه اول
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Central differenceتفاضلمركزي*
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مخطا از مرتبه دو
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.بدست آوريد2تقريب مشتق مرتبه اول را با خطاي مرتبه بالاتر از : 1-3تمرين 
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(يلوربا استفاده از بسط ت )تقريب مشتق   مرتبه دوم 
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Central differenceتفاضلمركزي*
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.آورديدتقريب مشتق مرتبه دوم را با روش هاي پيشرو و پسرو بدست: 2-3تمرين 
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تقريب مشتق   ها
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.انتقال روبرو را گسسته  نماييد-معادله انتشار: مثال
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(ز بسط تيلوربا استفاده ا)تقريب مشتق هاي پاره اي مختلط 
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.بدست آوريدy∆وx∆تقريب مشتق پاره اي مختلط را با خطاي مرتبه اول نسبت به : 3-3تمرين 
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فصل چهارم

گسسته سازي معادلات سهموي

(FDM)
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(ادلهاعمال زمان در مع)گسسته سازي معادلات سهموي 
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.معمولا زمان را باروش تفاضل پيشرو گسسته سازي مي كنند

n :سطح زماني فعلي

n+1 :سطح زماني بعدي

t∆: فاصله زماني
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(ادلهاعمال زمان در مع)گسسته سازي معادلات سهموي 
.روش هاي مختلف با يك مسئله تشريح مي گردد

ت و صفحه پايين ثاب. بين دو صفحه بزرگ قرارداد1cmسيالي با  ضخامت : مثال

پس از 10cm/sاز حالت سكون به سرعت ثابت صفحه بالائي مطابق نمودار زير
0.1sمطلوبست توزيع سرعت سيال. مي رسد.
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(ادلهاعمال زمان در مع)گسسته سازي معادلات سهموي 
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:استوكس-يافتن معادله حاكم با استفاده از معادلات ناوير
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(ادلهاعمال زمان در مع)گسسته سازي معادلات سهموي 
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Initial con.: t=0       u=0         Boundary con.: z=0        u=0

z=h        u=مطابق نمودار
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:  معمولا مشتق زماني با تفاضل پيشرو گسسته مي شود

P مي تواندn ياn+1ي گردديا تركيبي از آن باشد كه روش هاي مختلف حصول م.
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(ادلهاعمال زمان در مع)گسسته سازي معادلات سهموي 
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مقادير متغير در nانتظار داريم وقتي در سطح . اين روش پايدار مشروط است: نكته
نيز مقدار تابع n+1گره اصلي و در دو گره همسايه آن افزايش مي يابند، در سطح 

:نيافزايش يابد لذا لازم است ضرايب معادله فوق مثبت باشند يع

P=n
Explicit Methodروشصريح*
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(ادلهاعمال زمان در مع)گسسته سازي معادلات سهموي 

cmzzz
z

sts
cm 2.014.002.0
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1 25.05.025.0 

 

(:روش صريح)حل مسئله 

i

t

z

0

شرط 

اوليه

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

مرز 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

4 0.8 0 0 0.2500 0.6250 1.0781 1.5859 2.1348 2.7158 3.3231 3.9521 4.5997

3 0.6 0 0 0 0.0625 0.1875 0.3672 0.5938 0.8606 1.1624 1.4946 1.8539

2 0.4 0 0 0 0 0.0156 0.0547 0.1201 0.2124 0.3308 0.4740 0.6403

1 0.2 0 0 0 0 0 0.0039 0.0156 0.0378 0.0720 0.1187 0.1779

مرز 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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(ادلهاعمال زمان در مع)گسسته سازي معادلات سهموي 
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.اين روش پايدار بدون قيد و شرط است: نكته

P=n+1
Implicit Methodروشضمني*
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(ادلهاعمال زمان در مع)گسسته سازي معادلات سهموي 
:(Sensitivity Analysis)آناليز حساسيت

ا نمي توان با وجود پايداري بدون قيد و شرط روش ضمني يا ساير روش ها، ام

t∆وجود بزرگي را در نظر گرفت زيرا دقت را پايين مي آورد، با اينt∆هر 

ذا لازم است برد؛ لخيلي كوچك نيز هزينه زماني انجام محاسبات را بالا مي

...  و x∆يگر همانند حساسيت سنجي نسبت به بازه زماني يا هر پارامتر موثر د

تر را تا حدي كوچك كرد كه ديگر با كوچكt∆به عنوان نمونه بايد . انجام شود

.كردن آن تغيير معني داري در جواب مشاهده نشود
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(ادلهاعمال زمان در مع)گسسته سازي معادلات سهموي 
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   Tridiagonal Matrixماتريس سه قطري



6767

(ادلهاعمال زمان در مع)گسسته سازي معادلات سهموي 
(:طريماتريس ضرايب سه ق)حل دستگاه معادلات با استفاده از روش توماس 

i

t

z

0

شرط 

اوليه

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

مرز 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

4 0.8 0 0.172 ؟ ؟ ؟ ؟ ؟ ؟ ؟ ؟ ؟

3 0.6 0 0.0296 ؟ ؟ ؟ ؟ ؟ ؟ ؟ ؟ ؟

2 0.4 0 0.00509 ؟ ؟ ؟ ؟ ؟ ؟ ؟ ؟ ؟

1 0.2 0 0.00085 ؟ ؟ ؟ ؟ ؟ ؟ ؟ ؟ ؟

مرز 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

.  قايسه كنيدبقيه جدول فوق را تكميل نماييد و نتايج را با روش صريح م: 1-4تمرين 

.هر دو روش صريح و ضمني آناليز حساسيت انجام دهيدبراي 
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(ادلهاعمال زمان در مع)گسسته سازي معادلات سهموي 
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.حل نماييدبا اين روش نيز را 1-4پايداري اين روش را بررسي كنيد و مسئله : 2-4تمرين 

Semi-Implicit Methodروشنيمهضمني*
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Crank-Nicholsont Methodنيكلسون-روشكرانك*

α =0.5
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(ادلهاعمال زمان در مع)گسسته سازي معادلات سهموي 
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.اين روش همواره ناپايدار است، و بنابراين هيچ ارزش عملي ندارد

Richardson Methodروشريچاردسون-
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گسسته شد؛  تاكنون مشتق زماني به صورت پيشرو و با خطاي مرتبه اول نسبت به زمان
:  به كار گرفتريچاردسون روش اختلاف مركزي را كه داراي خطاي مرتبه دوم نسبت به زمان است
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(ادلهاعمال زمان در مع)گسسته سازي معادلات سهموي 
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.اين روش بي قيد و شرط پايدار است

Dufort-Frankel Methodفرانكل-روشدوفورت-

ϕiبراي ملاحظات پايداري روش ريچاردسون، پيشنهاد شدعبارت 
n در جمله انتشار با متوسط مقادير

ϕi
n+1 وϕi

n-1جايگزين گردد:
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(ادلهاعمال زمان در مع)گسسته سازي معادلات سهموي 

 22

2

1_,,1,

2

,1,,1,

1

,

)(,)(),(

)(

2

)(

2

yxtO

yx
D

t

n

ji

n

ji

n

ji

n

ji

n

ji

n

ji

n

ji

n

ji



























 

 

(:نيون-با استفاده از روش پايداري وان)اين روش پايدار مشروط است : نكته

(:روشصريح)معادلاتديفرانسيلسهميدوبعدي
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(ادلهاعمال زمان در مع)گسسته سازي معادلات سهموي 
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. قابل حل استCFDقطري مي شود كه با استفاده از روش هاي خاص 5ماتريس : نكته

(:روشضمني)معادلاتديفرانسيلسهميدوبعدي
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.پايداري بررسي شود: تمرين
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فصل پنجم

ري  تحليل پايدا



7474

ري به روش ون تحليل پايدا
نيومن-

.معادلات مي بايست خطي شده باشند-1

.شرايط مرزي را درنظر نمي گيرد، لذا شرط پايداري بصورت موضعي است-2

.متداول ترين روش است-3

در گره مشخص و سطح زماني مشخص، به مقدار Фبراساس سري فوريه به شكل زير، تمامي مقادير -4
.دامنه در آن سطح زماني تبديل مي گردد
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nn G 1 كه ضريب تقويت نام Gپس از ساده سازي به معادله                     رسيده و در آن بايدقدرمطلق-5
. باشد كه همان شرط پايداري است1دارد كوچكتر يا مساوي 
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ري به روش ون تحليل پايدا
نيومن-

:مثال يك بعدي
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ري به روش ون تحليل پايدا
نيومن-

شرط پايداري 1 G

1)cos1(21  d
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1)cos1(21
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d .  هميشه برقرار است

.استcosθ=-1كوچكترين مقدار سمت چپ به ازاي 
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ري به روش ون تحليل پايدا
نيومن-

:مثال دو بعدي
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ري به روش ون تحليل پايدا
نيومن-
 )2()2(1/ 1)(  II
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nnjiI eedeeduue  

 )1(cos2)1(cos211    yx

nn dduu nn Guu  1

شرط پايداري 1 G
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فصل ششم

گسسته سازي معادلات بيضوي  
(FDM)
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گسسته سازي معادلات  بيضوي
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ه حالت نمونه بارز اين دسته معادلات معادله لاپلاس است، ك

.دوبعدي آن بررسي خواهد شد

:  گسسته مي شودyو xمعادله به صورت مركزي در راستاي 
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گسسته سازي معادلات  بيضوي

مرزي شرايط)باتوجه به مشخص بودن هد هيدروليكي در مرزهاي شكل زير : 1-6تمرين 
.، هد هيدروليكي را در ساير گره ها محاسبه نماييد(دريشله
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گسسته سازي معادلات  بيضوي
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:به كارگيري شرايط مرزي نيومن
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گسسته سازي معادلات  بيضوي
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:به كارگيري شرايط مرزي نيومن
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(:نمونه مرز غربي)عبور جريان مشخص از مرز * 
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فصل هفتم

گسسته سازي معادلات هذلولوي  
(FDM)
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گسسته سازي معادلات  هذلولوي
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:(Midpoint Leapfrog)روش جهشي نقطه مياني 
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گسسته سازي معادلات  هذلولوي
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:(Upwind)روش بالادست 
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.مكاني به صورت پسرو تقريب زده مي شود

.كنيدپايداري اين روش را براي هر دو حالت صريح و ضمني بررسي: 1-7تمرين 

حث و نكات مفصل گسسته سازي معادلات هذلولوي بسيار گسترده است و داراي مبا: تذكر
محدود به است، اما در اينجا به همين اندازه بسنده مي شود و به طور كامل در روش احجام

.استآن پرداخته مي شود كه عينا در روش تفاضل محدود نيز قابل به كارگيري
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فصل هشتم

(FVM)مباني اوليه روش حجم محدود  
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م كنترل درك معادله كلي جريان نقطه آغازي  براي روش هاي محاسباتي در حج
.است

.رل استگام كليدي روش حجم محدود، انتگرال گيري از معادله روي حجم كنت

شكل د يفرانسيلي و انتگرالي معادله كلي جريان

متغير كلي با كميت مقياسي انتشارضريب

نرخ افزايش
Фدر المان

نرخ خالص جريان
Ф خروجي از

المان

ناشي از Фنرخ افزايش  
انتشار

Фنرخ افزايش  
اناشي از چشمه ه
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:(Gauss divergence theorem)قضيه دايورژنس گوس 

n.a از نظر فيزيكي عبارت است از مولفه بردارa در جهت بردارn  كه عمود بر
.مي باشدdAسطح المان 

شكل د يفرانسيلي و انتگرالي معادله كلي جريان

Фنرخ افزايش  نرخ خالص كاهش
Фائي به دليل جابج

عرضي مرزها

دليل بهФنرخ افزايش  
انتشار عرض مرزها

نرخ خالص
Фتوليد  
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:در شرايط دائم جريان

:فته مي شوددر شرايط غير دائم روي يك فاصله كوتاه زماني نيز نسبت به زمان انتگرال گر

شكل د يفرانسيلي و انتگرالي معادله كلي جريان
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توليد شبكه: قدم اول
يكبعدي



929292

توليد شبكه: قدم اول
دوبعدي
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توليد شبكه: قدم اول
سهبعدي



949494

گسسته سازي : قدم دوم

ياقدماصليدرروشحجممحدود،انتگرالگيريازمعادله

كمعادلاتحاكمروييكحجمكنترل،برايرسيدنبهي

.ميباشدPمعادلهگسستهجبريخطيدرنقطهگرهي

.اينبخشدرفصولبعديبصورتمفصلبحثخواهدشد
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حل معادلات گسسته: قدم سوم

.بهمنظورحلمسئلهبكارميرود(نودها)معادلهگسستهدرهريكازنقاطگرهي

،جهتبرايحجمهايكنترلكهدرهمسايگيمرزهايناحيهقراردارند،معادلهگسستهكلي

.واردكردنشرايطمرزياصلاحميشود

گرهيدستگاهمعادلاتجبريخطيبدستآمده،برايتعيينتوزيعخاصيتمجهولدرنقاط

.حلميشود

.هرروشحلماتريسمناسب،ميتواندبرايانجاماينكاراستفادهشود

.طراحيشدهانددرفصولبعديبحثخواهدشدCFDروشهايحلماتريسهاكهبطورخاصبرايروشهاي
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فصل نهم

الت دائم گسسته سازي  مسائل انتشار ح
(FVM)با  روش حجم محدود  
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:دريكناحيهيكبعديΦرابطهكليانتشاردائمبرايخاصيت

؛Pگرهانتگرالازمعادلهرويحجمكنترلبرايرسيدنبهمعادلهكسستهدر:FVMقدماصليدر

V∆حجممربوطبهحجمكنترل
Aسطحمقطععرضيمربوطبهسطححجمكنترل

روي حجم كنترلSمقدارمتوسطچشمه

Φمعادلهفوقنشانميدهدكهاختلافشارانتشار

عبوريازسطحشرقيوعبوريازسطحغربي،
.باشدميΦبرابرتوليد

عدييك ب گسسته سازي  مسائل انتشار حالت دائم
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:توضيحاسلايدقبل

عدييك ب گسسته سازي  مسائل انتشار حالت دائم
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گامكليديوبهكاربردنقضيهديورژانسگوس
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برايرسيدنبهصورتهايمفيدمعادلاتگسسته،

بدستآيند؛wوeلازماستضرايبانتشاروگراديانهادر

:استروشاختلافمركزيسادهترينراهبراياينمنظورتقريبهايخطييابعبارتبهتر

عبارتچشمهنيزبطورمعمولبهصورتتابعي

:ازمتغيروابستهتقريبزدهميشود

عدييك ب گسسته سازي  مسائل انتشار حالت دائم



100100100

عدييك ب گسسته سازي  مسائل انتشار حالت دائم
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مثال

د نشان داده مطلوبست متوسط قائم هدهيدروليكي در لايه رسي در زير س
.شده در شكل
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حل به روش عددي

(يك بعدي)توليد شبكه : قدم اول
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حل به روش عددي
حاكمگسسته سازي معادله: قدم دوم
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وط  كه براي مقادير هدهيدروليكي مرب4و3و2(nodes)براي هر يك از گره هاي
استفاده (nodal values)به سمت هاي شرقي و غربي آن از مقادير گرهي 

:  شود داريممي
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حل به روش عددي

aPaEaw

nodes aw + aE - 0
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2113
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حل به روش عددي
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به عنوان گره هاي مرزي                             5و 1گره هاي 
(boundary nodes)به صورت خاص بررسي مي شوند  :

1در گره 

aPSPSuaEaw

nodes aw + aE - SP0

0+1+2=3-1/0.5=-22HA=2×2.5=5101
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حل به روش عددي

aPSPSuaEaw

nodes aw + aE - SP0

1+0+2=3-1/0.5=-22HB=2×1=2015
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حل به روش عددي
aPSPSuaEawnodes

3-25101

200112

200113

200114

3-22015

5103 21  HH

312 112 HHH 

423 112 HHH 

534 112 HHH 

2013 45  HH
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حل به روش عددي

5103 21  HH

312 112 HHH 

423 112 HHH 

534 112 HHH 

2013 45  HH

تهحل معادلات گسس: قدم سوم

513 21  HH

0121 321  HHH

0121 432  HHH

0121 543  HHH

231 54  HH
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حل به روش عددي

2
0121 35

4543

HH
HHHH
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وسبا استفاده از روش حذفي گ
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حل به روش عددي
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حل به روش تحليلي
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ليكي در بين چون اين خاك محيطي پيوسته، همگن و ايزوتروپ است شيب هيدرو
:  تمام نقاط آن برابر است

لاف هد هيدروليكي مطابق قانون دارسي شيب هيدروليكي عبارتست از نسبت اخت
.بين دونقطه به فاصله آن دو نقطه
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حل به روش تحليلي

نتايج را با مقايسه بين روش عددي و روش تحليلي تطابق كامل
.  يكديگر نشان ميدهد
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ديدو بعگسسته سازي  مسائل انتشار حالت دائم
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ديدو بعگسسته سازي  مسائل انتشار حالت دائم
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ديدو بعگسسته سازي  مسائل انتشار حالت دائم
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عديسه ب گسسته سازي  مسائل انتشار حالت دائم
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عديسه ب گسسته سازي  مسائل انتشار حالت دائم
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فصل دهم

قال حالت دائم انت –گسسته سازي  مسائل انتشار 
(FVM)با  روش حجم محدود  



119119119

يك بعديائمحالت دانتقال –گسسته سازي  مسائل انتشار 
:(درغيابچشمه)uبعديدريكميدانجريانيكΦانتقالدائمبرايخاصيت-رابطهكليانتشار

:معادلهپيوستگيجريان

:لانتگرالازدومعادلهفوقرويحجمكنتر
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يك بعديائمحالت دانتقال –گسسته سازي  مسائل انتشار 

:واستفادهازروشاختلافمركزيAw=Ae=Aبافرض

:شارجرمانتقاليدرواحدسطح

:قابليتنفوذدرسطوحسلول

?

تفعلافرضميشودميدانسرعتمعلوماس:وازپيوستگي
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يك بعديائمحالت دانتقال –گسسته سازي  مسائل انتشار 
(Central differencing scheme):طرحاختلافمركزي
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يك بعديائمحالت دانتقال –گسسته سازي  مسائل انتشار 
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مثال

ريان به يك كانال كوچك كه سرعت متوسط جgr/lit1ذرات ريز رسوب با غلظت 
ر    متر پايين دست، غلظت به صفL. وارد مي شود, استuآب در آن 

بع حاكم زير، با فرض دائم و يك بعدي بودن جريان و برقراربودن تا. مي رسد
.غلظت در طول كانال را در سه حالت محاسبه كنيد
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 1001000, x 

0.2m: ، فاصله گره هاي شبكهu=0.1m/s ،L=3m( الف

0.2m: ، فاصله گره هاي شبكهu=2m/s ،L=10m( ب

0.02m: ، فاصله گره هاي شبكهu=2m/s ،L=10m( ج



124124124

(الف)حل به روش عددي 

(يك بعدي)توليد شبكه : قدم اول
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(الف)حل به روش عددي 

)()((اختلاف مركزي)گسسته سازي معادله حاكم : قدم دوم
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(الف)حل به روش عددي 
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(الف)حل به روش عددي 
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(الف)حل به روش عددي 
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1براي نقطه 
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(الف)حل به روش عددي 
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(الف)حل به روش عددي 
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15براي نقطه 
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(الف)حل به روش عددي 
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(الف)حل به روش عددي 

aP= aw+ aE- SPSUSPaEawnodes

15501100-110045001

1000004505502-14

14500-900055015

0,1,1001.01000,500
2.0

100 
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x

D
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(الف)حل به روش عددي 

aP= aw+ aE- SPSUSPaEawnodes

15501100-110045001

1000004505502-14

14500-900055015
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(الف)حل به روش عددي 
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(الف)مقایسه نتایج حل به روش عددي و تحليلي 

:معادله تحليلي
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(ب)نتایج حل به روش عددي 

aP= aw+ aE- SPSUSPaEawnodes

25003000-3000-50001

100000-50015002-49

500010000150050

uEEWWPP Scacaca 

PweEWP SFFaaa  )(
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(ب)نتایج حل به روش عددي 
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(ب)مقایسه نتایج حل به روش عددي و تحليلي 

Comparison of numerical and analytical solutions  
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(ج)نتایج حل به روش عددي 

aP= aw+ aE- SPSUSPaEawnodes

160001100-12000400001

1000000400060002-499

140000-800006000500

uEEWWPP Scacaca 

PweEWP SFFaaa  )(
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(ج)نتایج حل به روش عددي 
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(ج)مقایسه نتایج حل به روش عددي و تحليلي 

Comparison of numerical and analytical solutions  
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پروژه اول

.يكبرنامهكامپيوتريبرايحلمثالقبلباطرحاختلافمركزيبنويسيد

:مواردزيرنيزدرنوشتنبرنامهرعايتشود

.ياويژوالآنهانوشتهشودBasic, Pascal, Fortran, Cبرنامهبايكياززبانهاي-1

.برنامهحلماتريسسهقطرينيزدريكزيربرنامهقراركيرد-2

.تاريختحويلپروژهدوهفتهبعد-3
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ارزيابي روش هاي گسسته سازي 
:(Conservativeness)يابقائيت(Stability)پايداري•

مي كند كه سطح مشخصي از حجم كنترل را تركɸمقدار شار خاصيت 
باشد كه از همان سطح وارد حجم ɸبايد به همان اندازه شار 

.كنترل مي شود

نمونهايازپايداريروشاختلافمركزي
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ارزيابي روش هاي گسسته سازي 
نمونهايازناپايدارينوعيروشدرونيابيمرتبهدوم
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ارزيابي روش هاي گسسته سازي 
:(Boundedness)يامحدوديت(Convergence)همگرائي•

ا نشان داد شرط كافي براي همگرا شدن ي(Scarborough, 1958)اسكاربرو 
:ارتست ازجلوگيري از نوسان در حل دستگاه معادلات گسسته شده عب

و aP-sPمخرج كسر در واقع قدرمطلق ضريب خالص گره مركزي  يعني
.اشدصورت كسر، جمع جبري قدرمطلق ضرايب گره هاي همسايه مي ب

هموارهمنفيوضرايبمعادلاتگسستهsPلذابرايرسيدنبهشرطاسكاربرولازماست
.باشند(معمولامثبت)همعلامت

.معلوم گردد( به جداول ضرايب گره هاي مثال قبل توجه شود تا علت عدم جواب صحيح قسمت ب
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ارزيابي روش هاي گسسته سازي 
:(Transportiveness)انتقال

ت به صورت يك كميتي براي نسب(Peclet)عدد بي بعد پكلت 
:قدرت انتقال به انتشار استفاده مي شود

:شكل زير مقادير مختلف عدد پكلت را نمايش مي دهد
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ارزيابي روش هاي گسسته سازي 
:در مثال قبل داشتيم

اشند كه اما براي همگرائي لازم است هر دو ضريب فوق مثبت ب
:رقي داريمضريب غربي هميشه مثبت است اما براي ضريب ش

4، 0,2بترتيب( و ج( ، ب(اما عدد پكلت براي بخش هاي الف
.مي باشد0,4و 

رابطوريكسانبرايشارانتشاروانتقالPطرحاختلافمركزي،اثرهمههمسايههاينقطه
.نميباشدلذاقادربهتشخيصجهتجريانياقدرتانتقالنسبتبهانتشار.واردميكند
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ارزيابي روش هاي گسسته سازي 
:(Accuracy)دقت

را خطاي قطع سري تيلور براي محاسبه گراديان ها دقت روش
دل به ابعاد هر چه دقت بالاتر باشد حساسيت م. تعيين مي كند

.شبكه كمتر خواهد بود

:شبكه يك بعدي زير را در نظر گرفته شود
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ارزيابي روش هاي گسسته سازي 
:بسط سري تيلور
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ارزيابي روش هاي گسسته سازي 

(مرتبه اول: دقت)اختلاف پيشرو 

(مرتبه اول: دقت)اختلاف پسرو 
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ارزيابي روش هاي گسسته سازي 

:كسر دو معادله فوق

(مرتبه دوم: دقت)اختلاف مركزي 
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(Upwind differencing scheme)طرح اختلاف بالادست

(مثبت)جهت جريان از غرب به شرق 
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(Upwind differencing scheme)طرح اختلاف بالادست

(منفي)جهت جريان از شرق به غرب 
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(Upwind differencing scheme)طرح اختلاف بالادست

or
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(Upwind differencing scheme)طرح اختلاف بالادست

:ارزيابي طرح

هد؛ لذا طرح نتايج سازگاري را براي محاسبه شارهاي عبوري از سطوح سلول به دست مي د: پايداري

.پايدار است

ري در مي تمامي ضرايب معادله گسسته شده مثبت است و ماتريس ضرايب به صورت قط: همگرائي

.آيد؛ لذا نوساني در حل ماتريس رخ نمي دهد

.خاصيت انتقال در طرح به خوبي ديده شده است: انتقال

ل در به همين دلي. طرح بر اساس قائده اختلاف پسرو است؛ لذا دقت فقط از مرتبه اول است: دقت

باشد خطاي صورت انتخاب شبکه بندي درشت به خصوص زماني كه جريان هم راستا با خطوط شبکه ن

.محاسبات زياد خواهد بود
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پروژه دوم

.هشودزيربرنامهايبرايگسستهسازيباطرحاختلافبالادستنيزبهپروژهاولاضاف

:مواردزيرنيزرعايتشود

زكدامدربرنامهسوالشودكها)طرحهايمختلفدرزيربرنامههايمختلفقرارگيرند-1

(.طرحاستفادهشود

.تاريختحويلپروژهيكهفتهبعد-2
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(Hybrid differencing scheme)طرح اختلاف پيوندي

ت تركيبي است از طرح اختلاف مركزي زماني كه عدد پکل(Spalding, 1972)طرح اختلاف پيوندي 

.است2مي باشد و طرح اختلاف بالادست زماني كه عدد پکلت بزرگتر از 2كوچکتر از 

:اين طرح به عنوان نمونه براي سطح غربي حجم كنترل عبارتست از

با طرح اختلاف بالادست براي انتقال هم ارز 2به سادگي ديده مي شود كه براي اعداد پکلت بزرگتر از 

. هم ارز طرح اختلاف مركزي براي انتقال و انتشار است2و براي پکلت كمتر از انتشار صفر استاست و 
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(Hybrid differencing scheme)طرح اختلاف پيوندي

:شکل عمومي معادله گسسته شده را به شکل زير مي توان نوشت

.مقايسه شود با طرح هاي اختلاف مركزي            و                             اختلاف بالادست
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پروژه سوم

روژهقبليزيربرنامهايبرايگسستهسازيباطرحاختلافپيوندينيزبهپ

.اضافهشود

.تاريختحويلپروژهدوهفتهبعد
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انتقال چندبعدي -ارطرح اختلاف پيوندي براي مسائل انتش
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ديطرح اختلاف پيوندي براي مسائل چندبع
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پيرو-توان طرح 
(Power-Low scheme) 

.  تقريب دقيقي براي مسائل يک بعدي است(Patankar, 1980)پيرو -طرح اختلاف توان

ود و صفر در نظر گرفته مي ش( پخشيدگي)باشد انتشار10در اين روش هنگامي كه عدد پکلت بزرگتر از 

.باشدبا استفاده از يک چند جمله اي ارزيابي مي شود10و 0زماني كه عدد پکلت بين 

:به عنوان نمونه شار خالص در واحد سطح در سمت غربي حجم كنترل عبارتست از
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پيرو-توان طرح 
(Power-Low scheme) 

: انتقال يک بعدي با اين روش عبارتست از-ضرايب معادله گسسته شده انتشار
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پروژه چهارم

بلياضافهپيرونيزبهپروژهق-زيربرنامهايبرايگسستهسازيباطرحتوان

.شود

.تاريختحويلپروژهدوهفتهبعد
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پروژه نهائي
به يك كانال كوچك كه سرعت آب در راستايgr/lit1ذرات ريز رسوب با غلظت 

ورت و تغييرات سرعت به سمت ديواره هاي كانال بصumaxجريان و در وسط آن 
. ، وارد مي شود(شرط عدم لغزش)و در مجاورت ديوار صفر است استخطي
Lxريان و با فرض دائم بودن ج. متر پايين دست، غلظت به صفر مي رسد

.دي محاسبه كنيدبرقراربودن تابع حاكم زير، غلظت در كانال را در يك سيستم دوبع

:مفروضات براي حالت خاص

mLy 2

mLxsmu 10,/2max 

1001000, yx  
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عرض كانال
دجريان عرضي وجود ندار

اده و اختلاف پيوندي استفمركزياز روش هاي اختلاف-1
.شود

ي مرز گراديان متغير در يك جهت رو)شرط مرزي نيومن -2
د و را براي ديواره هاي كانال در نظر بگيري(صفر است

(ر در مرزمقادير معلوم متغي)سپس با شرط مرزي دريشله 
.مقايسه كنيد
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راهنمائي
:توليد شبكه

x

y
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راهنمائي
)()()()(:گسسته سازي
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.دي انجام گيردادامه گسسته سازي معادله فوق با يكي از روش هاي اختلاف مركزي يا اختلاف پيون
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راهنمائي

:نمونه اي از معادلات گسسته در گره هاي مرزي به روش اختلاف مركزي
(:شرطنيومن)مرزشمالي
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(:شرطدريشله)مرزشمالي

(:شرطنيومن)مرزشماليشرقي
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فصل يازدهم

يان هاي  دائم الگوريتم حل توام سرعت و فشار در جر
(FVM)با  روش حجم محدود  
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كليات
حاسبهدرفصولقبلسرعتجريانمعلومفرضشد،درحاليكهدرشرايطواقعيهدفاولحلجريانيابهعبارتبهترم

:ارتندازدريكحالتدوبعدي،معادلاتحاكمشاملدومعادلهاندازهحركتويكمعادلهپيوستگيعب.ميدانسرعتاست

:برايحلمعادلاتفوقسهنكتهقابلتوجهاست

؛ρv2و ρu2عبارتهايانتقالدرمعادلاتاندازهحركتشاملمقاديرغيرخطياست،همانند-1

سرعت ها در هر سه معادله وجود دارند كه باعث تركيب پيچيده معادلات شده است؛-2

.  ودبه دليل معمولا نامعلوم بودن شيب فشار، ميدان فشار نيز به عنوان مجهول در معادلات فوق بايد محاسبه ش-3
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 (Staggered grid)شبكه جابجا شده

تغيرهايدرانجامشبكهبنديبرايحلميدانهايفشاروسرعتمنطقيبهنظرميرسدكهمحلييكسانبرايذخيرهم

ميشوددرنظرگرفتهشود؛وليدرعملاينحالتباعث...برداريهمانندسرعتومتغيرهاياسكالرهمانندفشار،دماو

اين.لكنديكميدانفشاربهشدتغيريكنواخت،شبيهيكميدانيكنواختدرمعادلاتاندازهحركتگسستهشده،عم

:موضوعدرمثالزيرنشاندادهشدهاست
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 (Staggered grid)شبكه جابجا شده

هبرايحلمشكلبيانشدهازشبكهجابجاشد

.  (Harlow & Welch, 1965)مي توان استفاده كرد 

در اين روش متغيرهاي اسکالر در نقاط گرهي 

معمولي محاسبه و ذخيره مي شوند و سرعت ها 

روي شبکه جابجا شده متمركز در اطراف وجوه 

ولفه به عبارتي حجم هاي كنترل م. سلول مي باشد

کالر هاي سرعت با يکديگر و با حجم هاي كنترل اس

.ها متفاوتند
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ن سرعت زه حركت براي محاسبه ميدا ن فشار معلوم)حل معادلات اندا (ميدا
بل،شبكهجابجادراسلايدق.برايمحاسبهميدانسرعتميتوانازشبكههايسرعتجابجاشدهپسروياپيشرواستفادهكرد

ازگرهاسكالر1/2δxu-درفاصلهui,Jيعنيuمربوطبهسرعتiشدهپسرواستفادهشدهاست،بههميندليلموقعيت

(I,J)همچنينموقعيت.قرارداردjمربوطبهسرعتvيعنيvI,j1/2-درفاصلهδyvازگرهاسكالر(I,J)قراردارد.

:درسيستممختصاتجديداشارهشده،بهشكلزيرنشاندادهميشودuبنابراينمعادلهگسستهشدهاندازهحركت
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ن سرعت زه حركت براي محاسبه ميدا ن فشار معلوم)حل معادلات اندا (ميدا
:كهدرقراردارندعبارتندازW, E, N, Sدرسيستمشمارهگذاريجديد،همسايههاي

ممكناستباهريكanbوai,Jمقاديرضرايب

ازروشهايگسستهسازياستفادهشدهدر

ي،انتقالهماننداختلافمركز-مسائلانتشار

.قابلمحاسبهباشند...بالادست،پيونديو

(بافرضمعلومبودنفشار)

DوFباتوجهبهشبكهجابجاشده،مقادير

مربوطبهحجمe, w, n, sهريكازوجوه

بهصورتمعادلاتاسلايدبعديuكنترل

.خواهندبود
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ن سرعت زه حركت براي محاسبه ميدا ن فشار معلوم)حل معادلات اندا (ميدا
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ن سرعت زه حركت براي محاسبه ميدا ن فشار معلوم)حل معادلات اندا (ميدا
:نكات

دردسترسنباشد،ازميانگيندوياچهارنقطهuجائيكهمقاديراسكالريامولفههايسرعترويوجوهحجمكنترل-1

.مناسببسيارنزديككهمقاديرآنهادردسترساست،استفادهميشود

مقرارميگيرندوسپسگسستهسازيمعادلاتمومنتFبرايحلميدانسرعت،ابتداسرعتهايحدسيدرمعادلات-2

جايگزينميشوندواينمسيرتاFانجامودستگاهمعادلاتحلميشود؛درتكراربعديسرعتهايجديددرمعادلات

.رسيدنبهسرعتهايتقريبابرابردردوتكرارمتواليجلوميرود

عملياتانجامميشود؛uبرايسايرمعادلاتاندازهحركتنيزهمانندمعادلهاندازهحركت-3
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ن سرعت زه حركت براي محاسبه ميدا ن فشار معلوم)حل معادلات اندا (ميدا
:vحلمعادلهاندازهحركت
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ن سرعت زه حركت براي محاسبه ميدا ن فشار معلوم)حل معادلات اندا (ميدا
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ن س  زه حركت براي محاسبه ميدا رعت و فشارحل معادلات اندا
SIMPLE(Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations)الگوريتم*

:دمراحلحلبهشكلزيرميباش.روشحدسوتصحيحبرايفشاراستكهرويشبكهجابجاشدهعملميشود

؛(*P)يكميدانفشارحدسزدهميشود-1

لميشودتا،گسستهسازيوسپسدستگاهمعادلاتكسستهح(حدسي)معادلاتاندازهحركتبامعلومبودنفشار-2
(درزيرمعادلاتجرياندائموآرامدوبعديتشريحشدهاست)بدستآيند؛(*u*, v)مولفههايسرعت

ياسرعتصحيحوحدسيتعريفميشود؛بهصورتاختلافبينميدانفشار'P', u', vتصحيح-3
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SIMPLEالگوريتم

:باكسرمعادلاتگسستهصحيحازمعادلاتگسستهحدسيخواهيمداشت-4

:درمعادلاتفوقخواهيمداشت'P', u', vباجايگذاريمعادلاتتصحيح-5

:وبطورمشابه
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SIMPLEالگوريتم

SIMPLEحذفميشود؛كهاينعملتقريباصليالگوريتم5برايسادهترشدن،عباراتسيگمادرمعادلاتمرحله-6
:ميباشد؛وبنابراينداريم

:خواهيمداشت(3مرحله)'u', vباجايگذاريمعادلاتفوقدرمعادلاتتصحيح-7
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SIMPLEالگوريتم

:دراينمرحلهنوبتبهگسستهسازيمعادلهپيوستگيرويشبكهجابجاشدههمانندزيرميباشد-8
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SIMPLEالگوريتم

:داريم(8مرحله)درمعادلهپيوستگيگسستهشده(7مرحله)باجايگذاريسرعتهايتصحيحشده-9

:وپسازبازنويسيمجدد
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SIMPLEالگوريتم

:رابهشكلعموميهمانندزيردرنظرميگيريم'Pضرايب-10

:كهدرآن
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SIMPLEالگوريتم



186186

SIMPLEالگوريتم
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SIMPLEالگوريتم
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SIMPLEالگوريتم
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SIMPLEالگوريتم
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Under-relaxationو ضريب مادون رهائيSIMPLEالگوريتم

تمايلبهواگرائيداردمگراينكهدرطولفرايندتكرارازضريبمادونرهائي(10مرحله)'Pمعادلهتصحيحفشار

خواهداستوهرچهكوچكترباشدهمگرائيبيشتراستوليزمانمحاسباتطولانيتر1و0اينضريببين.استفادهشود

:بابكاربردناينضريبمعادلاتبهشكلزيرتغييرميكنند.بود

.برايسرعتهانشاندهندهمقاديربدستآمدهآنهادرتكرارقبلياستn-1توانكهدرآن

:وبرايمعادلاتكسستهاندازهحركتداريم

:بهشكلزيرتعييرميكنندdدرمعادلهتصحيحفشارنيزعبارات
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 SIMPLERالگوريتم

:سرعتهايغيرواقعيبهشكلزيرتعريفميشوند-1

:باجايگذاريسرعتهايفوقدرمعادلاتگسستهاندازهحركتخواهيمداشت-2
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 SIMPLERالگوريتم

باجايگذاريدرمعادلهپيوستگيگسسته-3

:خواهيمداشت

:بابازنويسيمعادلهفوق،معادلهفشارگسستهحاصلميشود-4

استبااينتفاوتكهدراينجابخشچشمهباSIMPLEضرايبمعادلهفوقهمانندمعادلهگسستهتصحيحفشارروش
.سرعتهايغيرواقعيارزيابيشدهاست
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 SIMPLERالگوريتم
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 SIMPLERالگوريتم
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 SIMPLERالگوريتم
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 SIMPLERالگوريتم
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 SIMPLERالگوريتم
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 SIMPLERالگوريتم
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 SIMPLERالگوريتم
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فصل دوازدهم

شرایط مرزي 
(در روش حجم محدود) 
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كليات
.باشرايطاوليهومرزيتعريفميشوندوفهمدرستآنهاازاصولاصليالگوريتمعددياستCFDكليهمسائل

خصشودكهدرمسائلغيردائم،لازماستمقاديراوليهتماممتغيرهايجرياندرتماميگرههايشبكهمش:شرايطاوليه

.كارچندانمشكلينيست

اغلبشرايطمرزيموردبحثدرحجمكنترلعبارتنداز؛:شرايطمرزي

(Inlet)ورودي

(Outlet)خروجي

(Wall)ديوار

(Prescribed pressure)فشارثابت

(Symmetry)تقارن

(Periodicity or cyclic boundary condition)متناوبياشرايطمرزيتكراري
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كليات
:يمبرايتوليديكشبكهجابجاشده،دراطرافمرزفيزيكي،گرههاياضافيهمانندشكلنمونهزيرايجادميكن

:نكات

محاسباتفقطدرگرههايداخلييعني-1

I=2وJ=2بهبعدانجامميشود.

مرزهايفيزيكيبامرزهايحجمكنترل-2

.اسكالرمنطبقهستند

گرههايخارجينزديكمحدودهورودي-3

برايذخيرهشرايطورودي(I=1درراستاي)

.قابلاستفادهميباشد
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شرایط مرزي ورودي
.توزيعتماميمتغيرهايجرياننيازمندتعريفآنهادرمرزهايورودياست
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شرایط مرزي ورودي
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شرایط مرزي خروجي
.شرايطمرزيخروجيميتواندمانندآنچهبرايشرايطمرزيوروديگفتهشدباشد-1

تايدرراس(گراديانصفر)برايشرايطمرزيخروجيبهشرطفاصلهزيادازموانع،ميتوانازشرايطمرزينيومن-2

:ومعادلهاسكالرداريمvمثلابرايسرعت.جريان،بجزبرايفشاراستفادهكرد
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شرایط مرزي خروجي
:بافرضگراديانصفرميدهدi=NIدرuمحاسبه.بايدداشتuتوجهويژهايدرموردسرعت-3

هيچSIMPLEدرطيتكرارحلقههايمربوطبهالگوريتم

ادرتضمينينيستكهسرعتهايحاصلشده،بقايجرمر

وقلذالازماستبجايفرمولف.محدودهمحاسباتيحفظكند

:دازمعادلهتصحيحپيوستگيبهشكلزيراستفادهكر

بهترتيبشارجرميجريانخروجيMinوMoutكهدرآن

.ووروديبهناحيهدرتكرارقبلياست



207207

شرایط مرزي دیوار
درديوارهايساكنشرطعدملغزشبرقراراست(u=v=0)وهمانگونهكهدرشكلهامشخصاستميتوانجريان

.(v=0)عرضيازديوارراصفرگرفت
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شرایط مرزي دیوار
بردارهايسرعتuدرمجاورتديواررابايدازتوابعديواربدستآورد.

توابعديواربرايجريانآراموآشفتهمتفاوتاست.

راستدرجريانآشفتهممكناستدرنزديكيديوارجريانآرامياآشفتهباشدكهمعيارتشخيصآنبهشرحزي:



209209

شرایط مرزي دیوار
زيرلايهخطي/جريانآرام

جريانآشفتههنگاميكه:2جريانآرام:1
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شرایط مرزي دیوار
:جريانآشفته

جريانآشفتههنگاميكه
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شرایط مرزي دیوار
:جريانآشفته

جريانآشفتههنگاميكه
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شرایط مرزي فشار ثابت
.استمقاديرمرزيفشارمعلومشرطفشارثابتدرجائياستفادهميشودكهجزئياتدقيقتوزيعجرياننامعلومبوده،اما-

.فرضميشودتصحيحفشاردرگرههايمرزيبرابرصفردراعمالشرطمرزيفشارثابت،-

درشكلبا)است؛قراردادنفشاردرگرههايداخليمرزفيزيكييكروشمناسبپيشنهاديبراياستفادهازشرطمرزيفشارثابت،-

(.مربعهايتوپرنشاندادهشدهاست

،ueباتوجهبابهشكلمقاديرمربوطبه-

vsوvnهحلمعادلاتكسستهشدهاندازاز

حركتدرداخلمحدودهحاصلميشوند؛

وطباتوجهبهبقايجرمدرسلولمربuwاما

:ود،توسطمعادلهزيرحاصلميشبهفشار
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و شرط مرزي متناوب يا تکراري شرط مرزي تقارن
:شرايطمرزيتقارنعبارتستاز

.هيچجريانعرضيازمرزوجودنداشتهباشد-

.هيچشاراسكالربهصورتعرضيازمرزصورتنگيرد-

:دراينصورتاينمتغيرهادرگرهخارجازمحدودهحلونزديكترينگرهداخلمحدودهحلبرابرند؛همانند

:شرايطمرزيمتناوبياتكراري

نصورتدراي.نوعديگريازتقارناستوزمانيمطرحميشودچندخروجيياوروديكاملامشابهوجودداشتهباشد

ديواردلازماستشارتماممتغيرهايجريانكهمرزتكراريخروجيراتركميكنندباشاريكهازمرزتكراريورو

.ميشوندبرابرباشند
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پروژه دوم

.ميدان جريان آب را براي حوضچه زير شبيه سازي نماييد
.سرعت جريان ورودي و عمق آب در حوضچه معلوم فرض شود-
.ابعاد حوضچه و ابعاد و موقعيت ورودي و خروجي ها قابل تغيير باشد-
ي و فشار در خروجي به صورت جدولي حاوي مختصات گره هاي شبكه، مقادير سرعت طولي و عرض-

.هر گره بدست دهد
طه نرم افزارهاي خروجي گرافيكي نيز شامل بردارهاي سرعت به طورمستقيم در برنامه يا بواس-

.  گرافيكي ترسيم گردد
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فصل سيزدهم

ي غير دائم گسسته سازي معادلات جريان ها
(در روش حجم محدود) 
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:درناحيهيكبعديΦرابطهكليانتشارغيردائمبرايخاصيت

برايرسيدنبهمعادلهt+∆tتاtروييكفاصلهزمانيازانتگرالازمعادلهرويحجمكنترلو:قدماول

؛Pكسستهدرگره

ك بعدييدائمغير گسسته سازي  مسائل انتشار حالت 

dtdVSdtdV
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باجايگذاريبرايسمتچپمعادلهبااستفادهاز

.روشاختلافپسروكهمرتبهاولميباشدبهشكلروبروگسستهميشود

انديس “o”مبين ɸ درزمان t ميباشدو ɸ بدونانديسبالا،مربوطبهزمان t+∆t .است

to

PP  /)( t /

Vo

PP  )( 
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:مداشتاگردرمعادلهفوقاختلافمركزيرابرايعبارتپخشيدگياعمالكنيمخواهي

ك بعدييدائمغير گسسته سازي  مسائل انتشار حالت 

dtVSdt
x

A
x

AV

tt

t

tt

t WP

WP
w

PE

PE
e

o

PP 

































 







 
 )(

.بازمان،نيازداريمɸWوɸP ،ɸEبرايمحاسبهسمتراستمعادله،بهيكفرضيبرايتغيير

.برايمحاسبهانتگرالزمانيياتناوبياستفادهكردt+∆tوtدرزمانهايɸميتواناز

ITللذاباتعريفانتگرا.بهرهميگيريمتابهروشعموميدستيابيم1و0بينθبراياينمنظورازيكپارامتروزني

:بهشكلزيرخواهيمداشت
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:،خواهيمداشتA∆tدرمعادلهفوقوتقسيمدوطرفمعادلهبرITبابكارگيريمعادله
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ك بعدييدائمغير گسسته سازي  مسائل انتشار حالت 
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:وپسازبازنويسيخواهيمداشت
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ك بعدييدائمغير گسسته سازي  مسائل انتشار حالت 
:وبهصورتاستانداردميتواننوشت
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(Explicit scheme)روش صريح
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WWPP SSaaaaaa  

:وبخشچشمهبهصورتخطيروشصريححاصلميشود0θ=باقراردادن o

PPu SSb 

ماميگرهها،سمتراستمعادلهفقطشاملمقاديرقدمزمانيقبليميباشد،لذاباتوجهبهمعلومبودنشرايطاوليهدرت-

.بدوننيازبهحلدستگاهمعادلاتسمتچپمعادلهحاصلميگردد
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ارزيابي ر وش صريح

xt

x










2


xxx

if

W PPE

we









&

0 EW

o

P aaa

.يباشدممرتبهاولاينروشنسبتبهزمانبراساساختلافپسروميباشدلذادقتخطايقطعسريتيلوردرآناز-

:بنابرآنچهقبلاگفتهشده؛تماميضرايبمعادلهگسستهشدهبايدمثبتباشند،يعني-
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ميشود،لذااينروشازنظرزمانيكاهششديدقدمزمانينيازمند∆xكاهشمعادلهفوقنشانميدهدكه-

(.دبرايمحاسباتهدايتسادهمفيدميباش)بسيارگراناستوبرايمسائلگذرايعموميتوصيهنميشود

استفادهروشهايصريحديگرينيزپيشنهادشدهاستكهدقتظاهريبيشتريداردوياازبيشازدوسطحزماني-

.ميكندكهبررسيدرموردآنهابهدانشجويانواگذارميشود
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(Fully implicit scheme)روش كاملا ضمني
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:وبخشچشمهبهصورتخطيروشكاملاضمنيحاصلميشود1θ=باقراردادن PPu SSb 

.يباشددوطرفمعادلهشاملمقاديرقدمزمانيجديدميباشد،سمتراستشاملمقدارمتغيردرگرهمركزيدرقدمزمانيقبلينيزمهر-

.همهضرايبمثبتندلذااينروشبطورنامشروطپايداراست-:ارزيابي

.باتوجهبهاينكهاينروشنسبتبهزمانازمرتبهاولاست،قدمهايزمانيكوچكبرايداشتننتايجدقيقترلازماست-
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(Implicit scheme)روش  ضمني
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1/2=باقراردادن θ نيكلسون-كرانكروشضمنيكهبهآنروش (Crank-Nicolson) :نيزگويندحاصلميشود
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ارزيابي ر وش ضمني
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.اشدميبمرتبهدوماينروشنسبتبهزمانبراساساختلافمركزيبوده،لذادقتخطايقطعسريتيلوردرآناز-

رتماميروشهاكهدرآنازجملهروشكرانكنيكلسون،برايتماميمقاديرقدمزمانيبطو-

ثبتباشند،ميباشد؛لذادرمحاسباتخيليمهماستكهتمامضرايببراينتايجفيزيكيواقعيمغيرمشروطپايدار

:يعني
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.اينمحدودهقدمزمانيفقطداراياندكيمحدوديتكمترازروشصريحميباشد-

يرروشهارويهمرفتهبااستفادهازقدمهايزمانيبهاندازهكافيكوچك،ميتوانبهدقتبيشترينسبتبهسا-

.رسيد

12/1 
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كاملا ضمني چند بعدير وش
بهعنواننمونهفرمولهايمربوطبهروشكاملاضمني

:بعديدرزيرنشاندادهشدهاست3و2درحالت
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دائمغير حالتانتقال-انتشارگسسته سازي  مسائل 

:كهروشيپايداراستخواهيمداشتاختلافپيونديكاملاضمنيبااستفادهازروش

:معادلهمربوطهعبارتستاز

or
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دائمغير حالتانتقال-انتشارگسسته سازي  مسائل 
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دائمغير حالتانتقال-انتشارگسسته سازي  مسائل 
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ن جريانروش هاي حل  گذرا ميدا

:صورتانتگرالگيريشدهمعادلهفوقرويحجمكنترلاسكالردوبعديميدهد

الگوريتمهائيهمچونSIMPLEطكهبرايجريانهايدائمتشريحشد،ميتواندبرايجريانهايغيردائمنيزبس

.لتشريحشددادهشود،باتوجهبهايننكتهكهمعادلاتگسستهاندازهحركتشاملعباراتگذرايياستكهدرهمينفص

تشريحميشوددرزيرگذرامعادلهپيوستگييكعبارتاضافينيزدرمعادلهتصحيحفشارموردنيازاستكهباتوجهبه:
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ن جريانروش هاي حل  گذرا ميدا
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ن جريانروش هاي حل  گذرا ميدا
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ن جريانروش هاي حل  گذرا ميدا
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ن جريانروش هاي حل  گذرا ميدا
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فصل چهاردهم

مدل کردن جريان هاي آشفته 
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كليات
عددرينولدزيكجريان،نسبتاندارهنيروياينرسيجريانبهنيرويلزجتراميدهد.

درعددرينولدزپايينترازحدبحراني(Rcrit)،جريانصافولايههايهمجوارسيالروييكديگرميلغزندواگرشرايطمرزيبازمان

.ناميدهميشودآراماينمنطقهجريان.تغييرنكند،جرياندائمياست

ود؛وباعثدرمقاديرعددرينولدزبالاترازبحراني،يكسريحوادثاتفاقميافتدكهنهايتاسببتغييراتجديدررفتارجريانميش

.يدهميشودنامآشفتهاينمنطقهجريان.رفتاريتصادفيونامنظمميگردد،حتيباشرايطمرزيثابتحركتكاملاغيردائميميشود

دائميبهدليلطبيعتتصادفيجريانآشفتهوعدمامكانبررسيكاملهمهذراتسيال،معمولاسرعترابهدوبخشمقدارمتوسط

:ومولفهنوسانيكهباآنجمعميشودتقسيمميكنند
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كليات
يادوبعدنوساناتآشفتههموارهدارايرفتارسهبعديهستند،حتيدرشرايطيكهسرعتهايمتوسطوفشارهادريك

.ازفضاتغييركنند

آنچهدرجريانهايآشفتهمشاهدهميشود،جريانهايچرخشياستكهاديآشفتهناميدهميشود.

اديهايآشفتهبزرگتربوسيلهتحوليكهكششگردابهايناميدهميشود،انرژيگرفتهوياميدهد.

دراين.ونداديهايكوچكتربهطورقويتوسطاديهايبزرگتركشيدهميشودوتوسطجريانمتوسطضعيفترميش

.يندمسيرانرژيجنبشيازاديهايبزرگتربهاديهايكوچكوكوچكترمنتقلميشودكهبهآنآبشارانرژيگو

بختانهبدستآوردناطلاعاتكافيدرموردجريانهايآشفتهنيازبهپيشبينياثراتهراديدرجرياندارد؛اماخوش

بااطلاعاتيدررابطهباميانگينزمانيخواصجريانقابلحلاست؛لذااغلبفقطاثراتحضورCFDاكثرمسائل

.اغتشاشاتآشفتهرويخواصجريانمتوسطموردبررسيقرارميكيرد
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استوكس-اثر    آشفتگي روي جريان متوسط معادلات ناوير
:معادلاترينولدز

:تعاريف

طبق تعریف

(در واحد جرم ) انرژی جنبشی مربوط به آشفتگی 
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استوكس-اثر    آشفتگي روي جريان متوسط معادلات ناوير
:قوانين
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استوكس-اثر    آشفتگي روي جريان متوسط معادلات ناوير
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استوكس-اثر    آشفتگي روي جريان متوسط معادلات ناوير

يمعادلهميانگينزمان
اندازهحركتدر

xراستاي

يمعادلهپيوستگ
جريانمتوسط
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استوكس-اثر    آشفتگي روي جريان متوسط معادلات ناوير

عمولا به عبارات جديد شامل سرعت هاي نوساني و انتقال اند ازه حركت جابجائي ناشي از نوسانات سرعت مي باشد كه م
روي مولفه هاي سرعت متوسط در سمت راست معادله ( تنش برشي3تنش قائم و 3شامل )عنوان تنش هاي اضافي آشفته 

.  ناميده مي شوندتنش هاي رينولدزقرار مي گيرند و 
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استوكس-اثر    آشفتگي روي جريان متوسط معادلات ناوير
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مدل هاي   آشفتگي
:تعدادي از مدل هاي آشفتگي عبارتند از
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مدل هاي   آشفتگي
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مدل هاي   آشفتگي
معادلاتمدل Standard k-ε

:استفاده مي شود(Boussinesq)معمولا از معادله بوزينسك k-εبراي محاسبه تنش هاي رينولدر با مدل 
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مدل هاي   آشفتگي
معادلاتمدل Standard k-ε


