
۵ فصل

داده�ها مستقل�بودن و برازش نیکویی آزمون�های

مقدمه ١.۵

برای کنیم. استفاده برازش نیکویی آزمون از می�توانیم نه یا هستند خاصی توزیع دارای داده�ها از مجموعه�ای بدانیم اینکه برای

کولموگروف١- آماره یا G٢ درستنمایی نسبت آماره ،X٢ پیرسن آماره از استفاده با را آزمون این می�توان گسسته توزیع�های

که می�کنیم معرفی آنتروپی فاصله بر مبتنی جدید آماره یک فصل این در داد. انجام پیوسته توزیع�های برای اسمیرنوف٢

از حاصل نتایج با را جدید آزمون آماره از حاصل نتایج است. مناسب بزرگ اندازه با نمونه�های برازش نیکویی آزمون برای

خواهیم معرفی آماری داده�های بودن مستقل بررسی برای جدید آماره یک همچنین می�کنیم. مقایسه دیگر آماره�های برخی

جمله از مختلفی عناوین تحت که شد معرفی لیبلر۴ و کولبک٣ توسط ١٩۵١ سال در بار اولین برای نسبی آنتروپی کرد.

می�پردازیم. متقابل اطلاعات و نسبی آنتروپی معرفی به ادامه در است. شده شناخته داده�ها واگرایی یا کولبک-لیبلر فاصله

به�دست درستنمایی نسبت لگاریتم ریاضی امید از استفاده با که می�باشد توزیع دو بین فاصله انداره�گیری نسبی آنتروپی

می�باشد. q واقعی توزیع مقابل در p توزیع ناکارآمدی برای معیاری D(q||p) نسبی آنتروپی دیگر، عبارت به می��آید.

می�باشد زیر به�صورت q(x) و p(x) احتمال چگالی توابع بین کولبک-لیبلر فاصله یا نسبی آنتروپی .١.١.۵ تعریف

D(q||p) =
∑

x∈S(x)

q(x) log٢

(q(x)
p(x)

)
= E

[
log٢

(q(x)
p(x)

)]
, (١.۵)

است. X تصادفی متغیر تکیه�گاه S(x) آن در که

داریم احتمال چگالی توابع پیوسته�بودن خاصیت از استفاده با

q(x) = ٠ =⇒ ٠ log
(٠
p

)
= ٠,

p(x) = ٠ =⇒ q log
(q
٠

)
= ∞.

١Kolmogorov
٢Smirnov

٣Kullback
۴Leibler

۴٢
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فاصله نسبی آنتروپی طرفی از باشد. p = q اگر تنها و اگر D(q||p) = ٠ همچنین است. نامنفی همواره نسبی آنتروپی

صدق مثلثی نامساوی در و
(
D(q||p) ̸= D(p||q)

)
نیست متقارن نسبی آنتروپی زیرا نیست توزیع دو بین واقعی

.[١٢] نمی�کند

همچنین دارد. دیگر تصادفی متغیر درباره تصادفی متغیر یک که است اطلاعاتی مقدار اندازه�گیری متقابل اطلاعات

است. دیگر تصادفی متغیر اطلاعات از گاهی آ به�دلیل تصادفی متغیر یک قطعیت عدم کاهش

p(x) حاشیه�ای احتمال چگالی توابع و p(x, y) توأم احتمال چگالی تابع با Y و X تصادفی متغیرهای .٢.١.۵ تعریف

متقابل اطلاعات را p(x)p(y) حاصل�ضرب و توأم احتمال چگالی تابع بین نسبی آنتروپی بگیرید. نظر در را p(y) و

می�کنیم محاسبه زیر به�صورت و می�نامیم

I(X,Y ) = D
(
p(x, y)||p(x)p(y)

)
=
∑
x

∑
y

p(x, y) log٢

( p(x, y)

p(x)p(y)

)
= E

[
log٢

( p(x, y)

p(x)p(y)

)]
. (٢.۵)

وابستگی میزان واقع در معیار این است. نامنفی همواره نسبی آنتروپی مانند متقابل اطلاعات گسسته، حالت در

باشند. مستقل Y و X تصادفی متغیرهای اگر تنها و اگر I(X,Y ) = ٠ طرفی از می�دهد. نشان را تصادفی متغیر دو

یعنی است. متقارن متقابل اطلاعات همچنین

I(X,Y ) = I(Y,X).

برازش نیکویی آزمون ٢.۵

احتمال و باشد داشته تعلق Ak، ... ،A٢ ،A١ مجزای دو به دو دسته�های از یکی به تصادفی آزمایش یک نتیجه کنید فرض

که باشد qi برابر Ai دسته در تصادفی آزمایش نتیجه گرفتن قرار

٠ ≤ qi ≤ ١,
k∑

i=١
qi = ١.

توزیع دارای تصادفی آزمایش این آیا که کنیم بررسی می�خواهیم می�دهیم. نمایش q(x) با را مجهول احتمال توزیع این

شرایط تحت p(x)

p(Ai) = pi, ٠ ≤ pi ≤ ١,
k∑

i=١
pi = ١,
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فرض �x هر برای می�خواهیم دیگر به�عبارت خیر. یا می�باشد

H٠ : q(x) = p(x),

فرض مقابل در را

H١ : q(x) ̸= p(x),

حالت�هایی فراوانی Oi می�کنیم فرض و می�کنیم تکرار بار n را تصادفی آزمایش لذا کنیم. آزمون x مقدار یک حداقل برای

آن�گاه باشد برقرار H٠ فرض اگر باشد. داشته تعلق Ai به آزمایش نتیجه که باشد

ei = E(Oi) = npi.

کنیم. استفاده زیر آماره�های از می�توانیم فوق فرضیه بررسی برای

پیرسن: آماره (١)

می�باشد زیر به�صورت پیرسن آماره

X٢ =
k∑

i=١

(Oi − ei)
٢

ei
.

اگر بنابراین می�باشد. k − ١ آزادی درجه با کای�دو توزیع دارای X٢ بزرگ اندازه با نمونه�های برای

X٢ > χ٢(k − ١, α),

.[٢١] است کای�دو توزیع از ١− α چندک χ٢(k − ١, α) آن در که می�شود رد H٠ فرض آن�گاه باشد

درستنمایی: نسبت آماره (٢)

می�باشد زیر به�صورت درستنمایی نسبت آماره

G٢ = ٢
k∑

i=١
Oi log٢

(Oi

ei

)
.

اگر بنابراین می�باشد. k − ١ آزادی درجه با کای�دو توزیع دارای G٢ بزرگ اندازه با نمونه�های برای

G٢ > χ٢(k − ١, α),

.[١٢] است معادل X٢ پیرسن آماره با مجانبی به�صورت G٢ آماره می�شود. رد H٠ فرض آن�گاه باشد

کولموگروف-اسمیرنوف: آماره (٣)

می�باشد زیر به�صورت کولموگروف-اسمیرنوف آماره

Tn = sup
x∈S(x)

√
n|Fn(x)− F (x)|,
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مقدار از Tn اگر است. X پیوسته تصادفی متغیر توزیع تابع F (x) و نمونه از تجربی توزیع Fn(x) آن در که

.[٢١] می�شود رد H٠ فرض آن�گاه باشد بیشتر مربوطه جداول بحرانی

نسبی آنتروپی بر مبتنی برازش نیکویی آزمون ٣.۵

H٠ : q = pفرض می�کنیم. معرفی برازش نیکویی آزمون برای جدید آماره یک نسبی آنتروپی از استفاده با بخش این در

است معادل زیر فرضیه با که بگیرید نظر در H١ : q ̸= p مقابل در را

H٠ : D(q||p) = ٠

H١ : D(q||p) > ٠

آن در که

D(q||p) =
k∑

i=١
qi log٢

( qi
pi

)
= E

[
log٢

(q
p

)]
.

درستنمایی برآوردگر باشد. ei = npi و دارد تعلق Ai به آزمایش نتیجه که باشد حالت�هایی فراوانی Oi کنید فرض

برابر D(q||p) برای ماکسیمم درستنمایی برآوردگر لذا می�باشد pi =
ei
n

چون است. q̂i =
Oi

n
به�صورت qi ماکسیمم

با: است

D̂(q||p) = ١
n

k∑
i=١

Oi log٢

(Oi

ei

)
. (٣.۵)

دیگر به�عبارت است. چندجمله�ای توزیع دارای O = (O١, O٢, ..., Ok) که می�دانیم

O = (O١, O٢, ..., Ok) ∼Mk(n, (q١, q٢, ..., qk)).

یک Dq آن در که است Nk(nq, n(Dq − qq′)) متقارن چندمتغیره نرمال توزیع دارای O بزرگ اندازه با نمونه یک برای

نتیجه در است. q = (q١, q٢, ..., qn) و می�باشد qi قطری عناصر با قطری ماتریس
√
n
(١
n
O − q

)
−→ Nk(٠, Dq − qq′).

داریم حد قضایای و (٣.۵) از استفاده با

Z =
√
n
(D̂(q||p)−D(q||p)

σ̂

)
−→ N(٠, ١), (۴.۵)

آن در که

σ̂٢ =
١
n

[∑
i

Oi

(
log٢

Oi

ei

)٢
−
(∑

i

Oi log٢
Oi

ei

)٢]
. (۵.۵)
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می�گیریم نظر در را زیر آماره اکنون

Z٠ =

√
nD̂(q||p)
σ̂

. (۶.۵)

می�باشد. استاندارد نرمال توزیع از ١− α چندک Zα آن در که می�کنیم رد را H٠ فرض باشد Z٠ > Zα اگر

آماره نمی�توانیم طرفی از می�باشد. بیشتر G٢ از آن حساسیت اما است نزدیک بسیار G٢ آماره به� Z٠ آماره .١.٣.۵ تذکر

اندازه با نمونه�های برای جدید آماره زیرا کنیم مقایسه Tn و G٢ ،X٢ آماره�های بر مبتنی برازش نیکویی آزمون با را جدید

مطالعات از ادامه در لذا .[٢١] کرد توصیف پارامتری مدل یک به�صورت را آن نمی�توان دیگر و است مناسب بزرگ بسیار

می�کنیم. مقایسه را آن�ها حساسیت و می�کنیم استفاده آماره�ها این مقایسه برای شبیه�سازی

مثال�ها ۴.۵

می�پردازیم. قبل بخش در شده معرفی روش�های بررسی به مثال چند از استفاده با بخش این در

شرکت یک به آن�ها مراجعه دفعات تعداد و کرده انتخاب را نفری ٢٠٠ نمونه�ای بزرگ جمعیت یک بین از .١.۴.۵ مثال

باشد دفعاتی تعداد X کنید فرض است. شده ارائه ١.۵ جدول در حاصل نتایج می�گیریم. نظر در را ساله ۴ دوره در بیمه

بیمه شرکت به نفری ٢٠٠ نمونه مراجعه دفعات :١.۵ جدول
٧ ۶ ۵ ۴ ٣ ٢ ١ ٠ شماره
١ ٢ ۵ ٢٠ ٣٩ ۵٨ ۵٣ ٢٢ فراوانی

کنیم بررسی را زیر فرضیه می�خواهیم می�کند. مراجعه بیمه شرکت به شخص یک که

H٠ : X ∼ P (λ)

H١ : X ̸∼ P (λ)

آماره همچنین نمی�شود. رد H٠ فرض لذا است Z٠٫٠۵ > Z٠ چون است. Z٠٫٠۵ = ١٫ ۶۴۵ و Z٠ = ٠٫ ٨٠١٢ آزمون آماره

نمی�شود. رد H٠ نیز آزمون این در و می�باشد χ٢(۴, ٠٫ ٠۵) = ٩٫ ۴٨٧ و X٢ = ٢٣ پیرسون

صدتایی نمونه یک است. ٢.۵ جدول به�صورت کشور یک در خاص موضوعی درباره نظرسنجی یک نتایج .٢.۴.۵ مثال

نتایج با ٣.۵ جدول در حاصل نتایج آیا است. شده ارائه ٣.۵ جدول در حاصل نتایج که است شده انتخاب جامعه این از

دارد؟ مطابقت جامعه در نطرسنجی



۴٧ شبیه�سازی .۵.۵

جامعه در نظرسنجی نتایج :٢.۵ جدول
مخالف خیلی مخالف ممتنع موافق موافق خیلی نظر

١٠ ٢٠ ٢٠ ٣٠ ٢٠ درصد

تایی ١٠٠ نمونه در نظرسنجی نتایج :٣.۵ جدول
مخالف خیلی مخالف ممتنع موافق موافق خیلی نظر

٢۴ ٢۶ ١٨ ١٨ ١۴ فراوانی

Z٠٫٠۵ = ١٫ ۶۴۵ مقدار نرمال توزیع جدول از همچنین می�شود. حاصل Z٠ = ٢٫ ٣١۵۶ آماره (۶.۵) از استفاده با

١٠٠ نمونه در حاصل نتایج و می�شود رد H٠ فرض نتیجه در است. Z٠ > Z٠٫٠۵ مقادیر این مقایسه با می��آید. به�دست

در χ٢(۴, ٠٫ ٠۵) = ٩٫ ۴٨٧ و X٢ = ۴۶٫ ۵ به�صورت پیرسن آماره همچنین ندارد. مطابقت جامعه کلی نتایج با تایی

می�شود. رد H٠ فرض نیز حالت این در است. α = ٠٫ ٠۵ معنی�داری سطح

است. شده ارائه ۴.۵ جدول در حاصل نتایج و پرتاب بار ١٢٠ تاس یک .٣.۴.۵ مثال

تاس یک پرتاب بار ١٢٠ از حاصل نتایج :۴.۵ جدول
۶ ۵ ۴ ٣ ٢ ١ تاس
٢۴ ١٨ ٢١ ١۶ ٢٣ ١٨ فراوانی

که می�دانیم

pi =
١
۶

ei = ٢٠× ١
۶
= ٢٠ i = ١, ٢, ..., ۶.

Z٠٫٠۵ > Z٠ چون است. Z٠٫٠۵ = ١٫ ۶۴۵ نیز نرمال توزیع جدول از می�شود. حاصل Z٠ = ٠٫ ٧٩١۴ آماره نتیجه در

در که می�باشند χ٢(۵, ٠٫ ٠۵) = ١١٫ ١ و X٢ = ٢٫ ۵ به�صورت پیرسن آماره همچنین نمی�شود. رد H٠ فرض لذا می�باشد

نمی�شود. رد H٠ فرض نیز حالت این

شبیه�سازی ۵.۵

توان تابع نمی�توانیم لذا می�شود. شامل را H٠ توزیع�های جز به توزیع�ها همه و است بزرگ خیلی H١ فرضیه�های کلاس

اعداد نمایی و پواسن توزیع�های از استفاده با بخش این در کنیم. مقایسه و محاسبه معمول روش�های با را جدید آماره

p مقادیر از آزمون توابع مقایسه برای می�دهیم. انجام را برازش نیکویی آزمون آن�ها کمک به و کرده تولید را تصادفی
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می�کنیم. استفاده

پواسن آزمون ١.۵.۵

نظر در را زیر فرضیه�های و کرده شبیه�سازی λ١ = ١, ٢ به�ازای را P (λ١) توزیع از تصادفی عدد ١٠٠٠ پواسن آزمون در

می�گیریم

H٠ : X ∼ P (λ٢)

H١ : X ̸∼ P (λ٢)

همچنین است. آمده ۶.۵ و ۵.۵ جدول�های در λ٢ مقادیر که

d̂ = D̂(q||p), σ̂٢ = S٢
d .

یک نزدیک λ٢ مقادیر I سطرهای در شده�اند. تولید λ = ١ به�ازای پواسن توزیع از ۵.۵ جدول در شده ارائه داده�های

می�شود. رد H٠ فرض و دارند فاصله یک مقدار از λ٢ مقادیر III سطرهای در اما می�شود. پذیرفته H٠ فرض و هستند

ولی می�کند رد درستی به را H٠ فرض Z توزیع بر مبتنی جدید آماره آن�گاه باشند ١٫ ٠٢ و ١٫ ٠١٩۶ بین λ٢ مقادیر اگر

فرض رد در موجود آماره�های با مقایسه در جدید آماره نتیجه در می�کنند. قبول اشتباه به را H٠ فرض G٢ و X٢ آماره�های

این در شده�اند. تولید λ = ٢ به�ازای پواسن توزیع از ۶.۵ جدول در شده ارائه داده�های مشابه به�طور است. حساس�تر H٠

می�کنند. قبول را H٠ فرض دیگر آماره�های و رد را H٠ فرض جدید آماره λ٢ ∈ (٢٫ ٠٠۵, ٢٫ ٠٣) به�ازای حالت

P (١) با شده تولید تصادفی عدد ١٠٠٠ برای پواسن آزمون نتایج :۵.۵ جدول
p(G٢) p(X٢) p(Z) G٢ X٢ Z S٢

d d̂ λ٢
٠٫ ٨٨ ٠٫ ٨٩ ٠٫ ١٢۵١ ٢٫ ٣۶ ٢٫ ٣٢ ١٫ ١۵ ٠٫ ٠٠۴٨ ٠٫ ٠٠٠٨ ١ I

٠٫ ٧٧۴ ٠٫ ٧٧٨٨ ٠٫ ١٠٧۵ ٣٫ ٢٩ ٣٫ ٢١ ١٫ ٢۴ ٠٫ ٠٠۴٩ ٠٫ ٠٠٠٨ ١٫ ٠٠۵
٠٫ ۵٨۴ ٠٫ ۶ ٠٫ ٠٨۵۵ ۴٫ ٧١ ۴٫ ۵٨ ١٫ ٣۵ ٠٫ ٠٠۵ ٠٫ ٠٠٠٩ ١٫ ٠١
٠٫ ٣٧ ٠٫ ۴ ٠٫ ٠۶٨ ۶٫ ۶١ ۶٫ ۴٣ ١٫ ۴٩ ٠٫ ٠٠۵ ٠٫ ٠٠١١ ١٫ ٠١۵
٠٫ ٢١۵ ٠٫ ٢٢ ٠٫ ٠۵٢۶ ٨٫ ۴٨ ٨٫ ٢۵ ١٫ ۶٣ ٠٫ ٠٠۶ ٠٫ ٠٠١٢ ١٫ ٠١٩
٠٫ ٢٠١ ٠٫ ٢١ ٠٫ ٠۵٠۵ ٨٫ ٧۴ ٨٫ ۴٩ ١٫ ۶۴۶ ٠٫ ٠٠۶ ٠٫ ٠٠١٣ ١٫ ٠١٩۵
٠٫ ١٩٨ ٠٫ ٢١ ٠٫ ٠۴٩۵ ٨٫ ٧٩ ٨٫ ۵۴ ١٫ ۶۵ ٠٫ ٠٠۶ ٠٫ ٠٠١٣ ١٫ ٠١٩۶ II

٠٫ ١٩۶ ٠٫ ٢٠٩ ٠٫ ٠۴٩۵ ٨٫ ٨۴ ٨٫ ۵٩ ١٫ ۶۵۴ ٠٫ ٠٠۶ ٠٫ ٠٠١٣ ١٫ ٠١٩٧
٠٫ ١٨٨ ٠٫ ٢ ٠٫ ٠۴٨۵ ٨٫ ٩٩ ٨٫ ٧۵ ١٫ ۶۶ ٠٫ ٠٠۶ ٠٫ ٠٠١٣ ١٫ ٠٢
٠٫ ٠٢ ٠٫ ٠٢٣ ٠٫ ٠٢٠٢ ١۵٫ ٢ ١۴٫ ٧٧ ٢٫ ٠۵ ٠٫ ٠٠٧ ٠٫ ٠٠١٧ ١٫ ٠٣ III

٠ ٠ ٠٫ ٠٠۶٢ ٢٣٫ ٢٧ ٢٢٫ ۶ ٢٫ ۵ ٠٫ ٠٠٨۵ ٠٫ ٠٠٢٣ ١٫ ٠۴
٠ ٠ ٠٫ ٠٠١۵ ٣٣٫ ١٨ ٣٢٫ ١٨ ٢٫ ٩۶ ٠٫ ٠٠١ ٠٫ ٠٠٣ ١٫ ٠۵
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P (٢) با شده تولید تصادفی عدد ١٠٠٠ برای پواسن آزمون نتایج :۶.۵ جدول
p(G٢) p(X٢) p(Z) G٢ X٢ Z S٢

d d̂ λ٢
٠٫ ٨۶ ٠٫ ٨٨ ٠٫ ٠۵٧١ ٣٫ ٨١ ٣٫ ٧٢ ١٫ ۵٨ ٠٫ ٠٠۵ ٠٫ ٠٠١ ٢ I

٠٫ ٨۵۵ ٠٫ ٨۶ ٠٫ ٠۵۴٨ ٣٫ ٩۶ ٣٫ ٨٧ ١٫ ۶ ٠٫ ٠٠۵ ٠٫ ٠٠١ ٢٫ ٠٠١
٠٫ ٧٩ ٠٫ ٨ ٠٫ ٠۴٩۵ ۴٫ ۶۴ ۴٫ ۵٣ ١٫ ۶۵ ٠٫ ٠٠۵ ٠٫ ٠٠١٧ ٢٫ ٠٠۵
٠٫ ۶٨ ٠٫ ۶٩ ٠٫ ٠۴١٨ ۵٫ ٧٢ ۵٫ ۵٨ ١٫ ٧٣ ٠٫ ٠٠۵ ٠٫ ٠٠١٢ ٢٫ ٠١ II

٠٫ ١۴ ٠٫ ١۶ ٠٫ ٠١۵٠ ١٢٫ ۴٧ ١٢٫ ١٧ ٢٫ ١٧ ٠٫ ٠٠۶ ٠٫ ٠٠٢ ٢٫ ٠٣
٠٫ ٠٢٨ ٠٫ ٠٣٣ ٠٫ ٠٠٧١ ١٧٫ ٣ ١۶٫ ٨٩ ٢٫ ۴۵ ٠٫ ٠٠٨ ٠٫ ٠٠٢ ٢٫ ٠۴
٠ ٠ ٠٫ ٠٠٣ ٢٣٫ ٠٨ ٢٢٫ ۵٢ ٢٫ ٧۵ ٠٫ ٠٠٨ ٠٫ ٠٠٣ ٢٫ ٠۵ III

٠ ٠ ٠٫ ٠٠١١ ٢٩٫ ٨٢ ٢٩٫ ٠٧ ٣٫ ٠۶ ٠٫ ٠٠٩۵ ٠٫ ٠٠٣ ٢٫ ٠۶
٠ ٠ ٠ ٣٧٫ ۴٨ ٣۶٫ ۵٢ ٣٫ ٣٨ ٠٫ ٠١١ ٠٫ ٠٠٣۵ ٢٫ ٠٧

نمایی آزمون ٢.۵.۵

فرضیه�های و کرده شبیه�سازی λ١ = ١ به�ازای را exp(λ١) نمایی توزیع از تصادفی عدد ١٠٠٠ تعداد قبل حالت مشابه

می�گیریم نظر در را زیر

H٠ : X ∼ exp(λ٢)

H١ : X ̸∼ exp(λ٢)

Tn و G٢ ،X٢ ،Z آماره�های به وابسته p مقادیر و σ̂٢ ،d̂ مقادیر همچنین است. آمده ٧.۵ جدول� در λ٢ مقادیر که

فرض IV سطر در یک نزدیک λ٢ مقادیر به�ازای که است واضح ٧.۵ جدول در شده ارائه نتایج از است. شده محاسبه

به�ازای همچنین می�شود. رد H٠ فرض می�باشد یک از دور که I سطرهای در λ٢ = ١٫ ٠۶ به�ازای و می�شود پذیرفته H٠

می�پذیرند. را H٠ فرض Tn و G٢ ،X٢ آماره�های حالی�که در� می�کند رد را H٠ فرض Z جدید آماره λ ∈ (١٫ ٠٣٩, ١٫ ٠۴١)

است. حساس�تر دیگر آماره�های با مقایسه در جدید آماره نتیجه در

متقابل اطلاعات بر مبتنی بودن مستقل آزمون ۶.۵

طبقه�بندی معیار دو براساس تصادفی نمونه در مشاهدات بگیرید. نظر در را جامعه یک از n اندازه به تصادفی نمونه یک

از یکی با مشاهده هر دوم معیار از استفاده با و (R) ردیف�ها از یکی با مشاهده هر اول معیار از استفاده با می�شود.

در را مقادیر این باشد. jام ستون و iام سطر با مرتبط مشاهدات تعداد Oij کنید فرض می�شود. مرتبط (C) ستون�ها

می�دهیم. قرار زیر به�صورت R× C مرتبه از احتمالی جدول
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exp(١) با شده تولید تصادفی عدد ١٠٠٠ برای نمایی آزمون نتایج :٧.۵ جدول
p(G٢) p(X٢) p(Z) Tn G٢ X٢ Z S٢

d d̂ λ٢
٠٫ ٧۶۶ ٠٫ ٧۶٧ ٠٫ ١٢۵١ ٠٫ ٧۶ ۴٫ ١ ۴٫ ٠٩ ١٫ ١۵ ٠٫ ٠٠١٢ ٠٫ ٠٠٠۴ ١ I

٠٫ ٧ ٠٫ ۶٧٣ ٠٫ ١٢١ ٠٫ ۴٠ ۴٫ ۶۶ ۴٫ ٩ ١٫ ١٧ ٠٫ ٠٠١۴ ٠٫ ٠٠٠۴ ١٫ ٠٢
٠٫ ٣٨ ٠٫ ٣٣٧ ٠٫ ٠٧٧٨ ٠٫ ۶۴ ٧٫ ۶٢ ٨٫ ١ ١٫ ۴٢ ٠٫ ٠٠٢١ ٠٫ ٠٠٠٧ ١٫ ٠٣
٠٫ ١١ ٠٫ ٠٨۶٢ ٠٫ ٠۴٢٧ ٠٫ ٨٧ ١١٫ ٧۵ ١٢٫ ۵٨ ١٫ ٧٢ ٠٫ ٠٠٣ ٠٫ ٠٠٠٩ ١٫ ٠٣٩ II

٠٫ ٠٩ ٠٫ ٠٧٢ ٠٫ ٠۴٠١ ٠٫ ٩٠ ١٢٫ ٣ ١٣٫ ١٨ ١٫ ٧۵ ٠٫ ٠٠٣٢ ٠٫ ٠٠١ ١٫ ٠۴
٠٫ ٠٨٣ ٠٫ ٠۵٧٣ ٠٫ ٠٣۶٧ ٠٫ ٩٢ ١٢٫ ٨۶ ١٣٫ ٧٩ ١٫ ٧٩ ٠٫ ٠٠٣٣ ٠٫ ٠٠١ ١٫ ٠۴١
٠٫ ٠٠٩ ٠٫ ٠٠۵۵ ٠٫ ٠١۶۶ ١٫ ١٠ ١٨٫ ۶۶ ٢٠٫ ١٣ ٢٫ ١٣ ٠٫ ٠٠۴۶ ٠٫ ٠٠١۴ ١٫ ٠۵ III

٠ ٠ ٠٫ ٠٠۵٩ ١٫ ٣٨ ٢۶٫ ۶٧ ٢٨٫ ٩٧ ٢٫ ۵٢ ٠٫ ٠٠۶۵ ٠٫ ٠٠٢ ١٫ ٠۶ IV

Y ١ ٢ · · · C Sum
X

١ O١١ O١٢ · · · O١C O١
٢ O٢١ O٢٢ · · · O٢C O٢
...

...
... . . . ...

...
R OR١ OR٢ · · · ORC OR

Sum O·١ O·٢ · · · O·C n

n برابر آن�ها کل مجموع و O·j برابر jام سطر در O·j مقادیر مجموع ،Oi· برابر iام سطر در Oij مقادیر مجموع

بنابراین می�گیریم. نظر در jام ستون در مشاهدات برخی از ام i سطر در مشاهده یک بودن مستقل را H٠ فرض است.

:H٠ فرض

p(i ,سطر j (ستون = p(i ×(سطر p(j .(ستون

:H١ فرض

p(i ,سطر j (ستون ̸= p(i ×(سطر p(j .(ستون

به�صورت آزمون آماره

X٢ =
∑
j

∑
i

(Oij − eij)
٢

eij
,

آن در که می�باشد

eij =
Oi· ×O·j

n
.
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باشد X٢ > χ٢((R − ١)(C − ١), α) اگر لذا است. (R − ١)(C − ١) آزادی درجه با کای�دو توزیع دارای آماره این

بیان زیر به�صورت می�توانیم را H١ و H٠ فرض�های متقابل اطلاعات تعریف از استفاده با می�شود. رد H٠ فرض آن�گاه

کنیم

H٠ : I(X,Y ) = ٠

H١ : I(X,Y ) ̸= ٠

معادل به�طور یا

H٠ : D(p(x, y)||p(x)p(y)) = ٠

H١ : D(p(x, y)||p(x)p(y)) > ٠

با: است برابر I(X,Y ) برای درستنمایی ماکسیمم برآوردگر همچنین

Î(X,Y ) =
١
n

∑
i

∑
j

Oij log٢

(Oij

eij

)
,

نمونه اندازه اگر و می�باشد چندجمله�ای توزیع دارای که است شده مشاهده مقادیر O = (O١١, O١٢, ..., ORC) آن در که

دیگر به�عبارت بود. خواهد نورمال توزیع دارای باشد بزرگ کافی اندازه به�

Z =

√
n
(
Î(X,Y )− I(X,Y )

)
σ̂

−→ N(٠, ١),

آن در که

σ̂٢ =
١
n

∑
i

∑
j

Oij

(
log٢

Oij

eij

)٢
−
(∑

i

∑
j

Oij log٢
Oij

eij

)٢ .
اگر سرانجام

Z٠ =

√
n(Î(X,Y ))

σ̂
> Zα,

می�شود. رد H٠ فرض آن�گاه

ارائه ٨.۵ جدول در حاصل نتایج که شده�اند طبقه�بندی متفاوت دیدگاه دو و گروه چهار در نفر ١٢٠٠ تعداد .١.۶.۵ مثال

هستند؟ هم از مستقل دیدگاه نوع دو این آیا است. شده

حاصل χ٣)٢, ٠٫ ٠۵) = ٧٫ ٨١۵ خی�دو توزیع جدول از و X٢ = ٢٠٫ ۵٩ آماره ٨.۵ جدول داده�های از استفاده با

Z٠٫٠۵ = ١٫ ۶۴۵ و Z٠ = ٢٫ ۵١۴ همچنین می�شود. رد بودن مستقل فرض لذا است X٢ > χ٣)٢, ٠٫ ٠۵) چون می�شود.

می�دهند. ارائه یکسانی نتیجه آماره دو هر مثال این برای می�شود. رد آماره این با نیز بودن مستقل فرض نتیجه در و است
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دیدگاه دو با گروه چهار در نفر ١٢٠٠ :٨.۵ جدول
دیدگاه I II مجموع

گروه
A ٣٢ ٢۶٩ ٣٠٠
B ۵١ ١٩٩ ٢۵٠
C ۶٧ ٢٣٣ ٣٠٠
D ٨٣ ٢۶٧ ٣۵٠

مجموع ٢٣٣ ٩۶٧ ١٢٠٠

آن�ها از مورد ١٠٠ برای که می�کنیم انتخاب را بذر ٢۵٠ بذر، روی شیمیایی داروی یک تأثیر بررسی برای .٢.۶.۵ مثال

شده ارائه ٩.۵ جدول در حاصل نتایج است. نشده استفاده دارو این از دیگر بذر ١۵٠ برای و است شده استفاده دارو این

است.

بذر روی شیمیایی داروی تأثیر :٩.۵ جدول
مثبت منفی

شیمیایی داروی با ٨۴ ١۶
شیمیایی داروی بدون ١٣٢ ١٨

شده حاصل χ١)٢, ٠٫ ٠۵) = ٣٫ ٨۴١ خی�دو توزیع جدول از و X٢ = ٠٫ ٨١٧ آماره ٩.۵ جدول داده�های از استفاده با

و Z٠ = ٠٫ ۴۴۵۶ جدید آماره همچنین می�شود. قبول بودن مستقل فرض لذا است χ٣)٢, ٠٫ ٠۵) > X٢ چون است.

نمی�شود. رد آماره این با نیز بودن مستقل فرض نتیجه در و است Z٠٫٠۵ = ١٫ ۶۴۵
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