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 چکیده

در این رساله، دینامیک غیرخطی یک شفت نامیزان کامپوزیت چرخان مورد مطالعه قرار گرفته است. معادلات 

پیچشی از طریق روابط اصلی سه بعدی در مواد کامپوزیت و بکارگیری اصل -خمشی-خمشی-حرکت محوری

 نگردی مواد لحاظ شدهاند. اثر ژیروسکوپی، اینرسی چرخشی و کوپلینگ ناشی از ناهمساهمیلتون بدست آمده

است در حالی که از تغییر شکل برشی صرف نظر شده است. برای تحلیل رفتار دینامیکی روتور، فرم کامل معادلات 

 هایبدون هیچ گونه ساده سازی )بطور مثال اثر کشیدگی یا کوتاه شدگی( استفاده شده است. روش مقیاس

باشد و ک رابطه تحلیلی که تابعی از پارامترهای سیستم میچندگانه به معالات گسسته شده اعمال شده است. ی

. آیدتوصیف کننده ارتعاشات اجباری شفت کامپوزیت چرخان در همسایگی ارتعاشات اصلی است بدست می

ت اند. نشان داده شده اسگسسته سازی توسط یک مود و دو مود انجام شده است و نتایج با یکدیگر مقایسه شده

در همسایگی مود اول تنظیم شده است ولی گسسته سازی توسط یک مود کافی نیست و پاسخ که اگرچه تحریک 

دهد. نشان داده شد که به علت وجود کوپلینگ در معادلات حداقل دو مود برای گسسته سازی لازم غیر دقیق می

است. علاوه بر این اثر  است. اثر میرایی خارجی، خارج از مرکزیت و زاویه الیاف بروی دامنه ارتعاشات بررسی شده

پیچشی بروی منحنی پاسخ فرکانسی مورد بررسی و تحلیل قرار گرفته است. در نهایت برای -کوپلینگ محوری

 اعتبار سنجی به نتایج حاصل از تئوری اغتشاشات از شبیه سازی عددی استفاده شده است. 

 

 های چندگانهمقیاس: شفت چرخان، شفت کامپوزیت، ارتعاشات اجباری، روش کلمات کلیدی
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 تقدیر

حسینی که در تمامی این راه پر فراز و نشیب سید علی اصغر دکتر جناب آقای با سپاس فراوان از استاد راهنمایم 

های روشنگرانه خودشان همچون چراغ راهی مسیر را برای من روشن همواره مرا یاری کردند و با راهنمایی

 ن. اسخ کوچکی باشد به خیل زحمات ایشالمی پساختند. باشد که این کار عمی

دریغانه وی  های بیاز کمک استاد مشاور،که قبول زحمت فرمودند و به عنوان زمانیان  مهدی دکترآقای جناب از 

 بهره جستم تا این راه به پایان برسد کمال تشکر را دارم.
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ها ها و هلیکوپترهای مکانیکی از جمله اتومبیلهای چرخان یکی از اجزای مهم در سیستمبدون شک شفت

گوناگونی در مورد آنها انجام شود. هستند. اهمیت نیاز به این نوع اجزا همواره باعث شده تا مطالعات 

های های کامپوزیتی هم از این قاعده مستثنی نبوده و به عنوان یک گزینه مناسب جایگزین برای شفتشفت

های کامپوزیتی دارای نسبت مقاومت به وزن بالایی بوده و فلزی همواره مورد توجه قرار گرفته است. شفت

سرویس طولانی تری دارند که همین مزایا سبب افزایش روزافزون در عین حال سطح ارتعاش کمتر و دوره 

ها در زمینه های مختلف صنعتی شده است. در نتیجه تا به امروز مطالعات مختلفی استفاده از این شفت

ها ارائه های ریاضی متفاوتی برای توصیف رفتار دینامیکی این گونه از شفتبروی آنها صورت گرفته و مدل

 شده است. 

( استفاده کردند تا سرعت بحرانی EMBT) 3[ از تئوری تیر معادل1] 2و زینبرگ 1به عنوان مثال سایموند

[ و 2] 4یک شفت کامپوزیتی را محاسبه کنند و نتایج را با آزمایشات خودشان مقایسه کردند. داس ریس

ده کردند تا ماتریس سختی استفا 5همکارانش از تئوری تیر تیموشنکو به همراه تئوری پوسته های نازک دانل

[ را بکار گرفتند تا معادلات حرکت شفت 3] 7و بوکر 6را استخراج کنند. آنها روش المان محدود تقریبی راهل

[ از تئوری تیر 4] 8برت 1992را بدست آورند و در نهایت سرعت بحرانی را محاسبه کنند. بعدا در سال 

را  9شپیچ-برنولی استفاده کرد تا مدلی را ارائه دهد که اثر ژیروسکوپی را همراه با کوپلینگ خمش-اویلر

ها با تقریب نرتبه اول استفاده کردند تا معادلات حرکت را [ از تئوری پوسته5و برت ] 10شامل شود. کیم

-[ تئوری تیر برس6انی را محاسبه کردند. برت و کیم ]بدست آورند. آنها با استفاده از این مدل سرعت بحر

تیموشنکو را بکار گرفتند تا معادلات حاکم را بدست آورند. آنها نشان دادند که اثر تغییر شکل برشی عرضی 

 EMBT[ با استفاده از تئوری 7] 12و گوپتا 11های کوتاه مهم است. سینگدر محاسبه سرعت بحرانی شفت

دو مدل ارائه کردند. مدل شامل اثرات تغییر شکل خمشی و کشیدگی بود. نشان داده ای و تئوری تیر لایه

                                                 
1 Symonds 

2 Zinberg 
3 Equivalent module beam theory 

4 Dos Reis 
5 Donnel 

6 Ruhl 
7 Booker 

8 Bert 
9 torsional coupling-Flexural 

10 Kim 
11 Sing 

12 Gupta 
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ها متفاوت است. شد که در حالت لایه چینی نامتقارن نتایج حاصل برای سرعت بحرانی از هر کدام از مدل

ه از فاد[ با استفاده از تئوری تیر تیموشنکو معادلات حرکت را بدست آوردند. آنها با است8] 2و پنگ 1چن

روش المان محدود شرایط پایداری یک شفت کامپوزیتی تحت بار محوری فشاری نوسانی را مطالعه کردند. 

های کامپوزیتی [ مدلی را بر پایه تیر جدار نازک برای شفت9و همکارانش ] 3سانگ 2001بعدا در سال 

ر حالت بارهای محوری جانبی و جدار نازک ارائه کردند. از مدل برای محاسبه فرکانس طبیعی و پایداری د

[ مدلی را بر پایه تیر تیموشنکو مرتبه اول 10و همکارانش ] 4تغییرات زاویه لایه چینی استفاده شد. چنگ

ارائه کردند و با استفاده از روش المان محدود معادلات حاکم را بدست آوردند. از مدل برای محاسبه سرعت 

ونگ ی-اسخ گذرای ناشی از نیروی نابالانسی استفاده شد. چیبحرانی، فرکانس طبیعی، شکل مودها و پ

ی اتفاقی را با زاویه 6های[ ارتعاشات یک شفت کامپوزیتی شامل تقویت کننده11و همکارانش ] 5چانگ

استفاده کردند تا برهمکنش موجود در نواحی  7تاناکا-موری-متوسط-بررسی کردند. آنها از تئوری میدان

ها در مواد کامپوزیت را لحاظ کنند. از روش المان محدود برای محاسبه ت کنندهتمرکزهای محدود تقوی

و بحرانی شفت دوار استفاده شد.  9های لرزشبه همراه سرعت 8فرکانس طبیعی شفت در حالت یکنواخت

[ ماتریس سختی دینامیکی یک تیر چرخان کامپوزیت را توسعه دادند تا ارتعاشات 12] 11و سو 10بانرجی

ک شفت کامپوزیت را تحلیل کنند. از اصل همیلتون برای استخراج معادلات حاکم استفاده شد. آنها آزاد ی

را به ماتریس سختی دینامیکی حاصل اعمال کردند تا فرکانس طبیعی را بدست  12ویلیام-الگوریتم ویتریک

ئوری تیر [ یک ت13و همکارانش ] 13پیچشی بود سینو-آورند. مدل همچنین شامل اثر کوپلینگ خمشی

 14های طبیعی و آستانه ناپایداری معرفی کردند. بادی( را برای محاسبه فرکانسSHBTیکنواخت ساده شده )

                                                 
1 Chen 
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استفاده کردند تا اثر زاویه الیاف و لایه چینی بروی  FEA)1[ از تحلیل المان محدود )14و همکارنش ]

را  های کامپوزیتام تیوپسختی پیچشی، فرکانس طبیعی، خستگی مقاومت خمشی، حالات شکست و دو

های کامپوزیت انجام شد. بر روی شفت FEAبررسی کنند. آزمایشات تجربی برای اعتبار سنجی به مدل 

[ از مدل تیر تیموشنکو استفاده کردند تا به یک فرمولاسیون برای ارتعاشات عرضی 15] 3و هوچارد 2مانتنیر

ر روی ک برسند. آنها با استفاده از الگوریتم ژنتیک بگاه ویسکوالاستیشفت کامپوزیت نصب شده بروی تکیه

تیموشنکو دینامیک -[ بعدا با استفاده از معادلات ریلی16بهینه سازی مطالعه کردند. مانتنیر و هوچارد ]

ا پیش ها رهای ویسکوالاستیک در حالت بحرانی را مطالعه کردند تا ناپایداریگاهشفت چرخان بر روی تیکه

ها اثر عوامل متفاوتی را بررسی کردند. از جمله اینرسی چرخشی، نیروهای ژایروسکوپی، برش بینی کنند. آن

هایشان لحاظ کردند. برش عرضی را در تحلیل 4ها. آنها همچنین میرایی هیستریکگاهعرضی و سختی تکیه

ها گاهیهسختی تکها از موثرترین عوامل بودند. تاثیر لایه چینی کامپوزیت، طول شفت و گاهو سختی تکیه

 6(VAMمتغیری )-[ روش تقریبی17و همکارانش ] 5روی سرعت آستانه مورد مطالعه قرار گرفتند. یانگ شن

ه دار های آلیاژ حافظو اصل همیلتون را بکار بردند تا معادلات حرکت شفت کامپوزیتی ساخته شده با سیم

(SMA را بدست آورند. مدل شامل برش عرضی، اینرسی چرخشی ) .و ناهمسانگردی مواد کامپوزیت بود

تاثیر  SMAهای اولیه سیم های طبیعی بررسی شدند. نشان داده شد که کرنشسرعت بحرانی و فرکانس

[ فرکانس اصلی یک شفت کامپوزیت 18گذارد بعدا همان مولف ]کمی بروی رفتار دینامیکی شفت می

تمام  7مطالعه قرار داد. غیرخطی بخاطر اثر ون کارمنغیرخطی را با استفاده از تئوری تیر جدار نازک مورد 

 خمشی ساده شدند.-ها حذف شدند و معادلات به حالت ارتعاش خمشیکوپلینگ

شود بتوان پیش بینی خوبی از رفتار سیستم داشت که از این امر استفاده از حل دقیق تحلیلی موجب می

شده از کامپوزیت را بهبود بخشید. همچنین موجب  های ساختهتوان استفاده کرد تا کارایی شفتقطعا می

شود. های بسیار پیچیده موجود در سیستم در ارتعاشات غیرخطی میدرک بهتر مفاهیم فیزیک و برهمکنش

هر چند روش معمول در تحلیل ارتعاشات شفت در حالات غیرخطی بصورت عددی است ولی معمولا وقتی 

گیرند. بعضی از مطالعات هم بصورت تحلیلی ا خطی در نظر میکه مسئله بصورت تحلیلی حل شود مدل ر

                                                 
1 Finite element analysis 
2 Montagnier 
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[ با استفاده از 19های فلزی صورت گرفته است. به عنوان مثال حسینی و خادم ]و غیر خطی بروی شفت

ارتعاشات آزاد شفت دوار با غیرخطی در انحنا و اینرسی را مورد مطالعه قرار  1های چندگانهروش مقیاس

تحریک  3و پس گشت 2ن نتیجه رسیدند که هر دو فرکانس خطی طبیعی پیش گشتدادند. آنها به ای

[ تشدید 20شوند. یک رابطه تحلیلی برای ارتعاشات عرضی در دو صفحه بدست آمد.بعدا همان مولفان ]می

استفاده کردند تا سیستم را  4ترکیبی در یک شفت چرخان را بررسی کردند. آنها از روش بالانس هارمونیک

ل کنند و نمودار پاسخ فرکانسی را بدست آورند. اثر اینرسی جرمی، خارج از مرکزیت و میرایی خارجی تحلی

[ روش 21قرار گرفتند. خادم و همکارانش ] 5ای شدن سدل مورد بررسیدر کنار مکان هندسه نقاط شاخه

با دامنه بزرگ را بدست  6های چندگانه را بکار گرفتند تا ارتعاشات اصلی یک شفت دوار غیر کشاییمقیاس

آورند. اثر اینرسی جرمی قطری، خارج از مرکزیت و میرایی خارجی به همراه نقاط شاخه ای شدن مورد 

گاه ساده و غیر خطی [ ارتعاشات آزاد یک شفت دوار با تکیه22بررسی قرار گرفتند. حسینی و زمانیان ]

پی لحاظ شدند ولی از تغییر شکل برشی صرف را بررسی کردند. اینرسی چرخشی و اثر ژیروسکو 7کشیدگی

نظر شد. معادلات حرکت به کمک اصل همیلتون استخراج شدند. برای تحلیل ارتعاشات آزاد روش 

های چندگانه به صورت مستقیم به فرم مختلط معادلات اعمال شد. یک حل تحلیلی که ارتعاشات مقیاس

ز هم نشان داده شد که هم فرکانس پیش گشت و هم دهد بدست آمد. باغیرخطی در دو صفحه را نشان می

[ 23فرکانس پس گشت تحریک شدند. نتایج با شبیه سازی عددی اعتبار سنجی شدند. شاهقلی و خادم ]

های جرمی و سختی خمشی نابرابر در راستای تشدید اصلی و پارامتریک یک شفت دوار نامتقارن با اینرسی

های چندگانه اعمال شد. تاثیر نابرابری اینرسی های مقیاسدادند. روشمحورهای اصلی را مورد بررسی قرار 

جرمی و سختی خمشی و نابرابری بین دو خارج از مرکزیت که هر دوری آنها متناظر با محور اصلی شفت 

[ رفتار دینامیکی تیر ریلی چرخان عمودی آویزان شده با شش 24و همکارانش ] 8بودند نیز بررسی شد. پای

ی مختلف را به هر دو روش خطی و غیرخطی تحلیل کردند. انها نشان دادند که یک ترم خطی شرط مرز

های غیر خطی در استخراج مهم در خیلی از گزارشات ذکر نشده است که بخاطر استفاده متناقض از ترم
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ذبه و جا 1معادلات بود. اثر اینرسی چرخشی، سرعت چرخش، نیروهای گریز از مرکز و کریولیس، باریکی

های بحرانی مطالعه شدند. های لرزش پیش گشت و پس گشت، شکل مودهای لرزش و سرعتبروی سرعت

آنها به این نتیجه رسیدند که تعداد نامحدودی سرعت بحرانی پیش گشت و پس گشت برای یک تیر ریلی 

کارمن -ون[ یک مدل غیرخطی جدید بر پایه تئوری کرنش غیرخطی 25] 3و چونگ 2چرخان وجود دارد. ژو

عرضی در نظر گرفته شده بود. حسینی و -و اویلر برنولی برای تیر چرخان ارائه کردند. کوپلینگ محوری

[ ارتعاشات آزاد یک تیر چرخان غیر کشایی با شش شرط مرزی عمومی را بررسی کردند. 26همکارانش ]

ر پی لحاظ شد در حالی که تغییغیرخطی ها ناشی از اینرسی و انحنا بود. اینرسی چرخشی و اثرات ژایروسکو

های چندگانه استفاده شد تا یک رابطه تحلیلی برای ارتعاشات عرضی شکل برشی حذف شد. روش مقیاس

 در دو صفحه بدست بیاید.

هایی که تا به اینجا اشاره شد، اگرچه دقت قابل قبولی در ارتعاشات با دامنه کوچک دارند ولی تمام مدل

اند بجز شفت های فلزی. بیشتر محققان شات با دامنه بزرگ را مورد بررسی قرار ندادههیچکدام از آنها ارتعا

های کامپوزیت از روش عددی استفاده کردند. در این رساله یک دسته جدید از برای بررسی غیرخطی شفت

 برنولی بدست آمده است.-معادلات غیرخطی برای یک شفت چرخان کامپوزیت بر پایه تئوری تیر اویلر

های جدار نازک کاربرد دارد و هم جدار ضخیم و تمامی [ این تحقیق هم در مورد شفت18برخلاف ]

-خمشی-ها لحاظ شده است. از نقاط قوت این تحقیق این است که معادلات ارتعاشات محوریکوپلینگ

 کنند و کوپلینگ خطی ناشی ازهای هندسی را توصیف میپیچشی یک شفت چرخان با غیرخطی-خمشی

یا کشیدگی(،  4ناهمسانگردی مواد هم لحاظ شده است. بدون هیچ فرض ساده سازی )فرض کوتاه شدگی

استفاده شدند. باید به  5این معادلات برای بررسی رفتار دینامیک غیرخطی با استفاده از تئوری اغتشاشات

لات به حالت ارتعاش [ بخاطر وجود این فرضیات، معاد23-18وجه داشت که در مطالعات قبلی ]این نکته ت

شوند. یافتند ولی در این تحقیق بعلت وجود کوپلینگ معادلات کامل استفاده میخمشی کاهش می-خمشی

ی پیچشی است. تغییر شکل برش-خمشی-معادلات شامل اثرات ژیروسکوپی به همراه اثرات کوپلینگ محوری

اند. اده از اصل همیلتون استخراج شدهبعلت باریک بودن شفت در نظر گرفته نشده است. معادلات با استف

برای مطالعه ارتعاشات اجباری یک شفت کامپوزیتی چرخان فرض شده است که یک نیروی نابالانسی ناشی 

از نقص در هندسه شفت وجود دارد و تکیه گاه شفت در دو طرف ساده است. معادلات به وسیله روش 

                                                 
1 Slenderness 
2 Zhu 

3 Chung 
4 Shortening 
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نه برای تحلیل ارتعاشات اصلی استفاده شده است. های چندگاگسسته شدند و سپس روش مقیاس 1گلرکین

اگرچه سرعت چرخش در حوالی مود اول تنظیم شده است ولی گسسته سازی با استفاده از یک مود به علت 

های مرتبه دو کافی نیست. گسسته سازی با استفاده از هر دو حالت یک و دو مود صورت وجود غیر خطی

گی ها در همسایاند که نشان دهنده اختلاف بین دامنهر مقایسه شدهگرفته است و نتایج حاصل با یکدیگ

دهد همیشه گسسته سازی با استفاده از یک مود ارتعاش اصلی بود. این نتیجه مهمی است که نشان می

دقیق نخواهد بود. یک مقایسه بین تغییرات دامنه برای این دو حالت انجام گرفته است. هیچ فرضی برای 

ارن تواند متقارن و یا نامتقنظر گرفته نشده است و این بدین معنی است که لایه چینی می لایه چینی در

باشد. اثر میرایی خارجی، خارج از مرکزیت و زاویه الیاف بروی دامنه ارتعاشات بررسی شده است. در پایان 

ه ست که در لایپیچشی هم مورد بررسی قرار گرفته است. نتایج حاکی از آن ا-اثر حذف کوپلینگ محوری

شود. هر یک از نتایج با نتایج حاصل از شبیه چینی نامتقارن حذف این کوپلینگ موجب انحراف در پاسخ می

 سازی عددی مقایسه شده است تا پاسخ اعتبار سنجی شود.
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 2فصل 

 هادینامیک شفتای بر مقدمه
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 هادینامیک شفت -2-1

صورت  1اولین مباحث منتشر شده به زبان انگلیسی در زمینه روتوردینامیک توسط رنکین 1869در سال 

فت. اهای بخار، شهرت یگرفت، مهندسی که نام او به دلیل کارهایش در زمینه سیکل ترمودینامیکی توربین

 نشان داده شده است. 1-2کل مدل تحلیلی رنکین در ش

 

 

 

 

 

 

 جسم آزاد آنمدل تحلیلی رنکین و شکل  -1-2شکل 

 

داده شده بیانگر سختی  است. فنر نشان در شکل بیانگر مرکز جرم گردش روتور در سرعت  mصلبجرم 

گریز از مرکزدر برابر نیروی  krفنر ینامیکی دالامبر، نیروی ذخیره شدهطبق اصل تعادل د شفت است. بر
2m r 2قرار دارد. برای اینکه دو نیرو با هم برابر باشند باید k m  با استفاده از این مدل، رنکین به .

باید secradبینی کرد که سرعت بحرانی با واحددرستی پیش
1
2( )k m باشد. وقتی که سیستم در وضعیت

ای شروع به گردش کند. این مفهوم تواند در سرعت بحرانی با هر دامنههای مختلف تعادلی باشد آنگاه روتور می

های خطی بدون میرایی که در آن فرکانس طبیعی همیشه مستقل از دامنه برای تحلیل مقادیر ویژه سیستم

 باشد.گردش است مناسب می

های بالاتر از سرعت بحرانی باعث ناپایداری سیستم میبینی کرد که سرعتل رنکین به غلط پیشبا این حا

نگرفتن نیروی کوریولیس در مدل  و دیگران نشان دادند که علت این اشتباه به دلیل در نظر 2شوند. گانتر

لیل ی واقعی در نظر گرفت. دتر رنکین این بود که نیروی گریز از مرکز را به عنوان نیروایبود. اشتباه پایه

 krکه نیروی ذخیره شده در شفت یابد در حالیرنکین این بود که این نیرو با مربع سرعت افزایش می

                                                 
1 Rankine 

2 Gunter 
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ال باید در سرعت فوق بحرانی بدون کران شود. اما نیروهای واقعی اعم rگونه نیست. در نتیجه دامنهاین

 شده به یک جسم همیشه از این منابع هستند:

 تماس با جسم دیگر -1

 فشار سیال بر روی سطح جسم -2

 هایی مثل میدان جاذبه یا الکترومغناطیس.میدان -3

و یکی تواند کاملا جزکدام از این نیروهای واقعی وابسته به حرکت جسم نیستند. نیروی گریز از مرکز نمیهیچ

بر روی جرم krست که نیروی فنرا باشد. تفسیر صحیح از مدل رنکین در سرعت بحرانی ایناز این سه دسته 

m 2کند تا شتاب مرکزگرایعمل میr نیروی دیگری نیست که اعمال شود. حتی امروزه، و  را تولید کند

شوند وقتی که نیروی گریز از مرکز یا کوریولیس را به دینامیک اغلب دچار سردرگمی میدانشجویان روتور

 کنند.هایشان وارد میعنوان نیروی واقعی در تحلیل

های فوق بحرانی، بدون شک بر گروهی نتیجه اشتباه رنکین در خصوص غیرممکن بودن کارایی در سرعت

ها براساس ماکزیمم سختی خمشی باشد. اما دیگران به طور از مهندسان تاثیر گذاشت و باعث شد طراحی آن

تواند های فوق بحرانی نه تنها ممکن است بلکه در بعضی موارد میتجربی کشف کردند که کار در سرعت

 سودمندتر باشد. 

های بحرانی شفت چرخان داد که سرعتای منتشر کرد که در آن نشان میمقاله 1دانکرلی 1894در سال 

باشد. این نتیجه های طبیعی ارتعاشات عرضی آن میهای ساده همان فرکانسگاهبر روی تکیه یکنواخت

باشند. دانکرلی پیشنهاد کرد که هر نابالانسی شفت مهم است، چرا که این دو حرکت کاملا متفاوت می

 2امهای طبیعی سیستم شود که باعث دامنه گردان بزرگ همگتواند باعث تحریک فرکانسچرخان می

 هایها یا دیسکهای بحرانی شفت با چرخگردد. همچنین او یک فرمول ساده برای محاسبه سرعتمی

های مختلف روی شفت قراردارند ارائه کرد. در فرمول او از گشتاورهای ژایروسکوپی گوناگون که در موقعیت

مورد استفاده قرار  1960های طراحی ماشین تا سال صرف نظر شده است، اما همچنان در بعضی از کتاب

 گرفت. فرمول دانکرلی برای دو چرخ بدین صورت ارائه شد:می

(0-1) 
2 2 2

1 2

1 1 1

cr  
   

                                                 
1 Dunkerley 

2 Synchronous 
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که در آن
1 2و به تنهایی هستند و 2و  1های های بحرانی شفت با چرخسرعتcr  سرعت بحرانی شفت

 های نصب شده است. با تمام چرخ

در تئوری ارتعاشات مطرح شود، هر چند کار او به صورت ویژه بر  1در اینجا جالب است که سهم لرد ریلی

روی دینامیک روتورها متمرکز نبود. اولین چاپ کتاب ریلی تحت عنوان تئوری صدا روشی برای محاسبۀ 

های طبیعی ارتعاشات بدون میرایی بوسیله محاسبه بیشینه انرژی جنبشی به بیشینه انرژی کرنشی فرکانس

ها، پایستار در نظر گرفته کل ارتعاشی به دست داد، که در آن مجموع انرژی در تمام زماندر مدت زمان سی

 شد.

)sinحرکت هارمونیک )r t جرم در شکل قبل در خط مستقیم را در نظر بگیرید که در آن  فرکانس

زمانی که فنر کرنشی ندارد، بیشینه است و زمانیکه  طبیعی است. باید توجه داشت که انرژی جنبشی در

است و بیشینه سرعت  rانرژی کرنشی فنر بیشینه شود، انرژی جنبشی صفر خواهد بود. جابجایی بیشینه

2. بنابراین معادلهrبرابر است با 21 1
2 2

( )kr m r ه در آنبرقرار است کk m   اما در مسئله

 گرفت. رنکین که در آن حرکت سیستم یک مدار دوار بود، هیچ انتقال انرژی بین کرنش و جنبش صورت نمی

های بالا بود تا های بخاری ساخت که نیازمند عملکرد در سرعتتوربین 2، دی لاوال1889تا  1880دهۀ در 

سرعت نازل بخار منطبق شود. مدل آزمایشگاهی با یک دیسک نابالانس در سرعت بحرانی اول ها با هپر سرعت

های تحلیلی مدل 3و فاپل لاوالدیهای بالاتر برده شد. اندازی شد و به صورت پیوسته و آهسته به سرعتراه

ی ساده هاگاهبا تکیه ها دارای یک دیسک نابالانس بر روی یک شفت نرماین مسئله را توسعه دادند. این مدل

را کردند  گذر از سرعت بحرانی بینی یک تغییر فاز ناگهانی در، اما میرایی نداشتند بنابراین آنها پیشبودند

و همچنین نتیجه گرفتند که دامنه گردش در سرعت بحرانی بدون کران است. تئوری کامل گذار از سرعت 

که میرایی را نیز  4ی ماند تا اینکه دو دهه بعد با کار جفکاتبحرانی با دامنۀ گردش کراندار بدون توضیح باق

 داخل مدل کرد این مسئله حل شد.

منتشر شد که توصیفی از  5توسط اِشتودولا 1905های بخار در سال کتاب کلاسیک در زمینه توربین

لاوال ثی که دیکرد و فصولی داشت که به بررسی روتوردینامیک و مباحهای موفق زمان او ارائه میتوربین

پرداخت. او ظاهرا اولین کسی بود که به درستی تئوری تعادلی و دانکرلی و خودش مطرح کرده بودند، می

های بحرانی دو صفحه برای روتورهای صلب، روش دترمینان و روش تکرار ماتریسی برای محاسبه سرعت

                                                 
1 RayleighLord  
2 De Laval 

3 Fopple 
4 Jeffcott 

5 Stodola 
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گاه را ارائه کرد. اشتودولا نیز تکیهها با چند چرخ و همچنین امکان تداخل دینامیکی بین روتور و شفت

های بحرانی را مورد تحلیل قرار داد اما مهمترین نتایج را از دست داد چرا که او پایداری عملکرد در سرعت

 اثر اصطکاک داخلی در چیدمان روتور را در نظر نگرفت. 

های ه کار افتاده بودند، اما شکستهای فوق بحرانی بها با موفقیت در سرعتبسیاری از توربوماشین 1919در سال 

 جفکات. افتادمبتنی بر ارتعاشات تا آن اندازه که باعث پیشرفت و توسعۀ مباحث روتوردینامیک شود اتفاق می

ای منتشر کرد که برای اولین بار پاسخ روتوردینامیک به نابالانسی با در نظر گرفتن مقاله 1919در همان سال 

های گاهشد که بر روی تکیهصیف شد. مدل ساده او شامل یک شفت بدون جرم میمیرایی به زبان ریاضی تو

ساده قرار داشت و یک دیسک نابالانس در وسط شفت متصل بود که جلوی سرعت انتقالی آن توسط میرایی 

های مختلف به منظور تحلیل پارامترهای گوناگون، صدها شد. با اصلاح مدل جفکات به روشویسکوز گرفته می

ترین توصیف پدیده روتوردینامیک کنند و امروزه هم این مدل به عنوان سادهپژوهشگر از همان مدل استفاده می

 گیرد.مورد استفاده قرار می

جفکات مطالعه خودش را به اثر نابالانسی روی گردش روتور دارای میرایی محدود کرد. او اثر جاذبه را در 

ی، ها نشان داد که نابالانسکند. تحلیلوی، معادلات حرکت را ارضاء مینظر نگرفت و نشان داد که گردش دایر

ها نشان داد کند. این تحلیلبردار گردش را با اضافه کردن زاویه فاز و همچنین افزودن سرعت، هدایت می

تواند با اضافه کردن میرایی کمتر شود. که دامنه سرعت بحرانی به یک مقدار معینی محدود است که می

 تواند کاهش یابد اگر: ای طراحان، آنالیز جفکات نشان داد که دامنۀ گردش همگام میبر

 روتور بالانس شود؛ -1

 میرایی اضافه گردد )اگر نزدیک به سرعت بحرانی است(؛ -2

 های دورتری نسبت به سرعت بحرانی کار کند.روتور در سرعت -3

 مورد قبول قرار گرفته است.این شرایط تا امروز برای کنترل پاسخ نابالانسی 

ی هالاوال، مهندسین را تشویق کرد که به طراحی ماشینها و آنالیزهای دیآنالیز جفکات همراه با آزمایش

گوید: طراحی شفتی را در نظر های فوق بحرانی بپردازند. جفکات میهای نرم برای سرعتدوار با شفت

دهد که از نقطه نظر ارتعاشی، فرمول پیشین نشان می بگیرید که باید در سرعت خواسته شده عمل کند.

بهتر است شفت را با سرعت بحرانی زیر سرعت کار آن طراحی کنیم تا اینکه بخواهیم سرعت بحرانی بالای 

 سرعت کار داشته باشیم.

ی دارشد، مسئله ناپایهای شدید همگام روتور و شکست آن میاما بعد از تجربیات گوناگونی که سبب گردش

 های فوق بحرانی مطرح گردید که این مسئله ارتباطی با نابالانسی شفت نداشت.روتوردینامیک در سرعت
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های همگام شدید دچار گردش 1های ذوب آهنتعدادی از کمپرسورهای الکتریکی کوره 1920در اوایل سال 

عنوان  د. این مشکل تحتتوانستند ردیابی کننشدند. فرکانس گردش چنان پایین بود که آن را با چشم می

هایی برای شناسایی آزمایش 3در نیویورک، نیوکرک GEهاینام گرفت. در آزمایشگاه 2حرکت شلاقی شفت

 علت این پدیده ترتیب داد. او در سری اول آزمایشاتش به این نتیجه رسید که حرکت شلاقی شفت:

 نیست؛تحت تاثیر بالانس کردن روتور  -1

 دهد،های بالاتر از سرعت بحرانی اول رخ میفقط در سرعت -2

 فرکانس آن تقریبا با فرکانس سرعت بحرانی مساوی است.  -3

های داخلی است، یعنی مرتبط با ویژگی 4ای خود تحریکتحقیقات بعدی نشان داد که این پدیده، پدیده

 باشد.یاتاقان سیستم می -روتور

بال اعلام کرد که اصطکاک داخلی یا میرایی کرد. کیمنیز روی این مسئله کار می 5بالدر کنار نیوکرک، کیم

های بحرانی شود که موجب گردش روتور تواند باعث ایجاد گشتاورهای داخلی در سرعتدر روتور، می

تواند باعث گردد. حتی امروزه پذیرش این مسئله برای دانشجویان سخت است! چگونه میرایی میمی

اپایداری ارتعاشات شود در حالی که همواره این مسئله پذیرفته شده است که میرایی باعث از بین رفتن ن

 بال با آزمایشات گوناگونی، این موضوع را اثبات کرد.اما کیم .شودارتعاشات می

شامل یاتاقان ارائه شده و -ای منتشر ساخت که در آن مدل صحیحی از روتورمقاله 6، اسمیت1933در سال 

سازی مدل 7نیروهای کوپل های منعطف بود، و در آن اصطکاک داخلی به صورتگاهپذیر و تکیهشفت انعطاف

شود و برعکس. هر چند مقادیر صحیح بسیاری شده بود. یعنی تغییر افقی باعث ایجاد نیروهای عمودی می

ی ریاضی برای تمام مسائل هااز پارامترها شناخته شده نبود، با این حال مقاله اسمیت شامل جواب

نامید. از میان نتایج  8شد که او آن را میرایی چرخشیروتوردینامیک که دارای اصطکاک داخلی هستند می

 توان به موارد زیر اشاره کرد:سودمند فراوانی که او گرفت می

                                                 
General Electric (GE) blast furnace compressors1 

2 Shaft whipping 
3 Newkirk 

4 excited-Self 
5 Kimball 

6 D. M. Smith 
7 Coupled-Cross 

8 Rotary Damping 
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تر از سرعت های بالا. سیستمی که دارای میرایی چرخشی هست اما میرایی ایستا ندارد، در تمام سرعت1

های بالاتر از سرعت انتقال ناپایدار است. اما سیستمی که هر دو نوع میرایی را دارد در تمام سرعت بحرانی،

 گردد.که بالاتر از سرعت بحرانی است، ناپایدار می 1مشخصی

ای هدافتند که محدوهای بحرانی به صورت جفت اتفاق میهای گردان غیرمتقارن باشند، سرعت. اگر قسمت2

ز هایی بالاتر اتواند بوسیله میرایی شفت در سرعتگیرد و ناپایداری میاز سرعت ناپایداری را در بر می

 های ناپایداری اتفاق بیفتد.کمترین محدوده سرعت

شوند اما اگر قرار است ماشین در سرعتی بالاتر از سرعت ها همیشه باعث پایداری می. میرایی در یاتاقان3

 های گردان سیستم باید کاسته شود.ر کند، از میرایی در قسمتبحرانی کا

های بالاتر از سرعت بحرانی در روتور با میرایی ها در تولید پایداری در سرعتپذیری یاتاقان. تاثیر انعطاف4

رسد که او این مسئله را درنیافت که چرخشی به صورت تجربی توسط نیوکرک کشف شد، اما به نظر می

وجود ها مها لازمه ایجاد پایداری سیستم است حتی اگر میرایی در یاتاقانذیری غیرمتقارن یاتاقانپانعطاف

 نباشد.

کلات شود. این مشارتعاشات پیچشی نوع دیگری از معضلات روتوردینامیک است که باعث خرابی و شکست می

ترین روش برای تحلیل فتاد. واضحااند اتفاق میهای مختلفی که به هم جفت شدهها با قسمتبیشتر در ترن

های معادلات دیفرانسیل کوپل شده مرتبه دوم برای هر اینرسی دورانی ای از دستگاهریاضی اینست که مجموعه

شود که عملا بدون کامپیوتر قابل حل نیستند. های بزرگی میروتور حل شود. اما این روش باعث ایجاد ماتریس

های طبیعی ارتعاش پیچشی بدون در نظر گرفتن وشمندانه برای حل فرکانسیک روش ه 2، هولزر1921در سال 

 های بزرگ، ارائه کرد.ماتریس

هایی های اولیه برای ساخت توربین، بخصوص توربین بخار، در پایان قرن نوزدهم موجب پدید آمدن سرعتتلاش

ها، ین سرعتادر  یک بود.های دیگر مهندسی مکانهای معمول آن دوره در شاخهکه بیشتر از سرعت شد

آیند که برای یک طراحی موفق باید مورد بررسی و تحلیل ای از دینامیک به وجود میمعمولا مسائل ویژه

 انی؛های بیشتر از سرعت بحرر سرعتلاوال باید به طور صحیح رفتار دینامیکی یک روتور را دقرار گیرند. دی

خامه مشهور و در ادامه توربین بخارش را  واند جدا کنندهکرد تا بتدرک می یعنی وضعیت فوق بحرانی،

طراحی کند. از ابتدا در یک طراحی موفق برای روتورهای توربینی باید دینامیک روتور را به خوبی درک 

 .[72] کرد

                                                 
1 Certain Transition Speed 

2 Holzer 
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، [72] (1905)1بلوزو، [72] (1895یک توضیح تئوری از کار در وضعیت فوق بحرانی ابتدا توسط فاپل )

ها در آلمان به چاپ رسید(، و جفکات در مقاله مشهورش )کارهایی هم پیش از این ؛[03] (1905)اشتودولا 

های شد آنها را با مدلاگرچه روتورهای توربین اولیه خیلی ساده بودند و می .[03] ارائه شد 1919در سال 

شناسند. تجهیزات یای به نام روتور جفکات مهایی که امروزه به طور گستردهساده تحلیل کرد، مدل

تری برای تحلیل نیاز داشتند. در واقع اگرچه یک مدل ساده مثل مدلی که در بالا های دقیقتر مدلپیشرفته

های یک روتور را بیان کند ولی مهمترین تواند بسیاری مختصهبه آن اشاره شد یعنی مدل جفکات می

ثیرات گوناگون میرایی قطعات ثابت در ، تا3در وضعیت فوق بحرانی 2خصوصیات همچون سلف سنترینگ

دل تواند بیان کند. علاوه بر اینها، میک ماشین و یا حتی وابستگی فرکانس طبیعی به سرعت چرخش را نمی

ارائه  های پیچیدهدهد تا یک تحلیل عددی و دقیق از رفتار دینامیکی سیستمساده جفکات این اجازه را نمی

 ها.  ها و انواع دیگر ماشینکمپرسورها، پمپداد. مثل توربین گاز یا بخار، 

های گرافیکی کامپیوتری به وجود آمدند. های دوار، برنامهتر شدن روز افزون سیستمبرای مقابله با پیچیده

ای که در کتاب بلوزو و اشتودولا اول قرن یافت، مثل نمونه ربعتوان از ها و مقالات میها را در کتاباین برنامه

یادی آمد. تعداد زها به حساب میود که بدون شک ابزاری اولیه برای تحلیل دینامیکی روتور توربینموجود ب

های چرخان به همراه ارتعاشات پیچشی در از مقالات که در مورد ارتعاشات عرضی روتورها و شفت

ن رشد برای یهای بعد از جنگ جهانی اول بودند. ادر سال اهای رفت و برگشتی، چاپ شدند عمومماشین

آلات تولید قدرت بود، در زمینه موتورها از انواع مختلف و با ابعاد ماشین آن، افزایش ها که دلیل عمدهسال

 ها ادامه پیدا کرد. قدرت مشخص و سرعت کارکرد تجهیزات این ماشین

ایه بیشتر بر پ گرهای الکترونیکی این اجازه را داد تا محاسبات جدولی توسعه پیدا کند کهوجود محاسبه

بودند که در نهایت جایگزین محاسبات گرافیکی شدند. به خصوص، روش هولزر برای  4های انتقالماتریس

ها هم در برای محاسبه سرعت بحرانی روتور توربین 5پرول-میکلستات ها و روشارتعاشات پیچشی شفت

ها گیرند. با ورود کامپیوترها این روشای مورد استفاده قرار میگذشته و هم در حال حاضر به طور گسترده

 به سرعت اتوماتیک شدند.

های گازی و موتورهای توربوجت سرعت بیشتری های بعد از جنگ جهانی دوم، توسعه سریع توربیندر سال

ه ها در رابطه با این موضوع ببه مطالعات دینامیک روتورها بخشید. علاوه بر مقالاتی که در نشریات و کتاب

                                                 
1 Belluzzo 
2 centering-Self 

3 Super critical 
4 Transfer Matrix 

5 Prohl-Myklestadt 
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گرفت. این امر موجب های تخصصی سالانه مورد بررسی قرار میرسید، دینامیک روتورها در کنفرانسچاپ 

 تخصصی شدند. های فوقبندی این زمینه به شاخهافزایش بسیار زیاد در تعداد مقالات تخصصی و تقسیم

)نفوذ گسترده روش المان محدود )FEM1 میک روتورها را هم تحت تاثیر قرار به طور عمیقی شاخه دینا

توان برای تحلیل دینامیک روتورها به کار برد را نمی FEMتر کدهای چندمنظورهداد. به طور تخصصی

توان ماتریس ژایروسکوپی را وارد شود. در عمل میچون در این کدها اثرات ژایروسکوپی در نظر گرفته نمی

موجود برای تحلیل دینامیک  FEMاین حقیقت که برخی از تولیدکنندگان از کدهای تجاریمعادلات کرد و 

ها است که کدهای نوشته کنند وجود دارد، ولی دینامیک روتور جزو آن دسته از شاخهروتور استفاده می

امکان مطالعه دینامیک تجهیزات دارای  FEMدهد. با مدلسازیشده برای هر حالت بهترین نتیجه را می

 مراه دارد. ه تری را هم بههای دقیقبینیآورد و پیشروتورهای پر سرعت با جزئیات بیشتر را به وجود می

وارتر تر، موجب دشهای سریعوقتی پیشرفت تکنولوژی به سمت چگالی بیشتر انرژی، وزن کمتر و ماشین

بینی عددی صحیح بسیار مورد اهمیت قرار شود، پیشدینامیک ماشین آلات دوار می شدن مسائل مربوط به

 گیرد.می

های تولیدی یا ماشین آلات تولیدی دیگر تواند یک هدف باشد، مثل دستگاههای بالا، میرسیدن به سرعت

ریعتر ین سکه چرخش سریعتر به معنی افزایش تولید است. در تجهیزات مرتبط با تولید قدرت، یک ماش

قدرت بیشتری از یک گشتاور مشخص تولید کند. از آنجایی که گشتاور یک فاکتور بحرانی در تعیین ابعاد 

ت باشد. افزایش سرعقطعات ماشین )سطح مقطع شفت، ابعاد اتصالات در تجهیزات الکتریکی و غیره( می

ری های بالاتدی که قابلیت تحمل تنشتر بسازیم. استفاده از موادهد تا تجهیزات را سبکاین امکان را می

تر )مثل فولاد مقاومت دهد که جرم و ابعاد دستگاه را کاهش داد ولی مثل مواد قویدارند این امکان را می

تری تر و مستعد ارتعاش بیشتر، کابردیبالا یا آلیاژهای سبک( سخت نیستند پس این ماشین آلات سبک

ما است، هم برای افزایش بازده ترمودینامیکی و هم برای چگالی انرژی هستند. تغییر دیگر به سمت افزایش د

تری تولید شود. دمای نتیجه ظرفیت گرمایی کمتر، یعنی گرما در یک محیط کوچک بیشتر، مواد کمتر و در

 شود که مسائل ارتعاشی وهای حرارتی بیشتر، میرایی کمتر و معمولا سختی کمتر میبالاتر موجب تنش

 تری را در پی دارد. پیچیدهمقاومتی 

تواند ابزاری را در اختیار قرار دهد شود، بلکه میتحلیل دینامیکی روتور فقط به مرحله طراحی محدود نمی

که طی آزمایش و کارکرد واقعی ماشین حیاتی است و برای بررسی دقیق شرایط کاری و جلوگیری از 

 تعمیرات مورد نیاز است. 

                                                 
1 Finite Element Method 
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دهد تا مشکلات یکی، به طور مثال طیف ارتعاش، از یک ماشین این امکان را میهای مکانمطالعه مشخصه

بقیه اجزا  تواند بهکارکرد را قبل از اینکه به مرحله خطرناکی برسند، با توجه به اینکه خرابی یک قسمت می

 کاش یک نشانه است از یهم آسیب برساند، شناسایی شود. هر گونه انحراف مشخص از الگوی معمولی

دهد تا و این امکان را می شودشتر موارد به راحتی توصیف میمشکل که در حال توسعه بوده، که در بی

 های مورد نیاز را انجام داد.گیریاندازه

طور روزافزونی با باشند، به آلات و به طور خاص آنهایی که دارای المان دوار سریع میبه طور کلی ماشین

 ها وها، محرکشوند تا رفتار دینامیکی آنها مورد بررسی قرار گیرد. از مبدلگرهای گوناگون مجهز میحس

ه شود. همانطور کهای کنترلی، حتی برای کنترل کردن ماشین به صورت فعال نیز بهره برده میسیستم

ل اهایی که در چند سباشند. در کنار پیشرفتآلات به صورت افزون در حال توسعه میشد، این ماشینگفته 

 ها، زمینه دینامیک روتور زمینه فعالی در تحقیقاتاخیر صورت گرفته، یا شاید به عنوان نتیجه این پیشرفت

ها و کابردهای جدید اند تا زمینههای قبل که به طور کامل اثبات شدهاست، هم از کاربرد مفاهیمی از دهه

رهای غیرخطی، روتور با سرعت متغیر و های دوار. روتوو هم برای رسیدن به درک بهتری از رفتار سیستم

حقیقات توان تهایی که میهایی هستند از زمینهرفتار ماشین آلات دوار کنترل شده به صورت فعال، تنها مثال

 . زیادی انجام داد

 

 دینامیک روتور خطی -2-2

Jهای اصلی و ممان اینرسی mای که حرکت یک سیستم صلب ساده با جرممعادله  ،J   وJ   نسبت به

کند در واقع مختلط که به جسم در فضای سه بعدی متصل است را توصیف می یک دستگاه مرجع 

ی چرخشی کار شود و اجازه ندهد مستقیما با یک مدل خطی کار است. مخصوصا وقتی که با درجات آزاد

 شود. 

از ای های پایهیک مدل خطی بدست آید که مشخصه ،شود کهها موجب میسازیاگرچه تعدادی از ساده

دهد که بدرستی آن را توصیف کند، هم دارا باشد، اما این امکان را میهای دوار را رفتار دینامیکی سیستم

 کمی هم به صورت کیفی.به صورت 

اش، دارای یک محور چرخش مشخص است که با یکی از محورهای اصلی روتور در حالت تغییر شکل نیافته

توان آید که روتور به طور کامل بالانس باشد که میاینرسی مطابقت دارد. این موقعیت دقیقا زمانی پیش می

وده و آل، کوچک بانحراف از این موقعیت ایده لانسیگرچه، در بیشتر حالات، ناباگفت تقریبا درست است؛ ا

ای های خطی و زاویهها و سرعتتوان با آن مثل یک اغتشاش کوچک برخورد کرد. همچنین همه جابجاییمی
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ای حول محور چرخش که کوچک توان کوچک فرض کرد، به استثنا زاویه چرخش و سرعت زاویهرا می

 .[72] عنوان عوامل موثر سیستم محرک به حساب آوردتوان آنها را به نیستند، اما می

 

 معادله حرکت -2-2-1

سازی معادلات طوری صورت گیرد که معمولا شود خطیدو فرض نابالانسی و جابجایی کوچک موجب می

. به هر حال حتی در مدل گسسته شده از یک روتور [03] ،[00] ،[07] شودهای دینامیکی انجام میدر سازه

چرخد، معادله خطی می ه طور محوری حول محور چرخشش متقارن است و با سرعت ثابت خطی که ب

 حرکت )معادله تعادل دینامیکی( به شکل زیر است:

(0-2) Mq(t) (C G)q(t) (K H)q(t) f (t)
 

      

     

ماتریس متقارن جرم  Mیک بردار است شامل مختصات اصلی و نسبت به یک دستگاه اینرسی، q(t)بطوریکه

ماتریس  Hماتریس متقارن سختی، Kماتریس پادمتقارن ژایروسکوپی، Gماتریس متقارن میرایی، Cاست،

fپادمتقارن چرخشی و (t) رفته است.یک بردار وابسته به زمان که در آن تابع همه نیروها قرار گ 

 

 های دوارسیستم -2-2-2

شود، یکی از توابع نیروها معمولا نیرویی است که توسط نابالانسی باقیمانده های دوار کار میوقتی با سیستم

نظر کرد. نیروهای نابالانسی توابع هارمونیکی از توان از آن صرفشود که اگرچه کوچک بوده نمیایجاد می

 .و فرکانسی برابر با  2ای متناسب با زمان هستند، با دامنه

های کانسرواتیو است، که در دینامیک روتور با ممان ژایروسکوپی شامل اینرسی و نتیجتا ترمماتریس 

کند ارتباط دارد. اگر معادله نسبت به یک دستگاه غیراینرسی که روی قطعات دوار ماشین عمل میژایروسکوپی 

شوند. نوشته شود، پارامترهایی که مرتبط با شتاب کریولیس هستند هم در ماتریس ژایروسکوپی ظاهر می

ف یی فیلم سیال اطرابندها با در نظر گرفتن میراهای سیالی یا آبوقتی که از یک مدل خطی برای یاتاقان

رخشی های چهای غیرکانسرواتیو مرتبط با میرایی داخلی المانروتور استفاده شود، ماتریس چرخشی شامل ترم

شود و روتورها هم تواند موجب ناپایداری خواهد بود. به خوبی مشخص است که وجود ماتریس چرخشی می

 .[72] از این قاعده مستثنی نیستند
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مربوط به یک سیستم غیرطبیعی و چرخان است و در نتیجه با همه معادلات موجود در  (2-0) معادله

ود که ش ها متقارن هستند متفاوت هستند. این نکته باید ذکرهای دینامیکی که در آنها همه ماتریسسازه

H, ماتریس ژایروسکوپی و چرخشی ،در دینامیک روتور G  متناسب با سرعت بوده و وقتی  به سمت

شود. متقارن از بین رفته و معادله به معادله یک سازه ثابت تبدیل میهای غیرکند، پارامترصفر میل می

K,میرایی و سختیهای همچنین ماتریس C بسته باشند، معمولا به توان ممکن است به سرعت چرخش وا

 .[72] باشد تری از تواند تابع پیچیدهمی Hو آن دو

به روش مشابه مورد بررسی قرار توان توان بررسی کرد هم میهایی را که با فرضیات گفته شده نمیحالت

داد. به عنوان مثال روتور توربین گاز یک هواپیما را هنگام مانور در پرواز در نظر بگیرید. جهت محور 

توان فرض کوچک بودن را برای این دهد و نمیچرخش روتور به طور پیوسته در زمان تغییر جهت می

توان آن را نسبت به یک دستگاه مختصات مرجع ر میزاویه در نظر گرفت. به هر حال برای مطالعه روتو

توان حرکت دوم را مستقل از رفتار دینامیکی اول در متصل به هواپیما بررسی کرد، که در این حالت می

نظر گرفت و نیروهای اینرسی مرتبط را در اضافه کرد. این روش جدا کردن مسئله به دو بخش دینامیکی 

های مختلف تحت مطالعه خیلی متفاوت است که زمان مشخصه پدیدهو شبه استاتیکی زمانی ممکن 

باشند. در مثالی که بیان شد به طور واضح این حالت وجود دارد که فرکانس حرکت روتور توبین نسبت 

ه ای با مرتببه هواپیما چندین هرتز )دوره یا کسری از ثانیه( است و چرخش دستگاه هوایی، زمان مشخصه

د. در مقابل، نیروهای ارتعاشی روی روتور یک ماشین در ساختمان ممکن است از مرتبه چندین ثانیه دار

 .[72] ه را باید بدون جدا کردن حل کردفرکانس خود روتور باشد و مسئل

با فرض تقارن محوری سیستم حول محور چرخش سیستم بدست آمده است. در واقع، وقتی  (2-0)معادله 

بدون هیچ خصوصیت تقارنی مشخص کار  ارن است، ولی روی یک استاتور کلیروتور به طور محوری متق

 کند باز هم معادله برقرار است.می

ن ر اینکه بتوان فرض نامتقارن بودشود مگحال اگر روتور به صورت محوری متقارن نباشد خیلی پیچیده می

یعنی دستگاهی که با سرعت  . در حالت اخیر، یک دستگاه چرخانرا برای اجزای غیرچرخان اعمال کرد

آید، اگرچه بدست می (2-0)توان استفاده کرد و یک معادله شبیه معادله چرخد را میای روتور میزاویه

 نسبت به دستگاه غیر اینرسی نوشته شده است. 

اگر هم روتور و هم استاتور نسبت به محور چرخش غیرهمسانگرد باشد، معادله حرکتی که حرکت روتور را 

متناوب است. وقتی رسیدن به یک جواب  کند ضرایبی دارد که نسبت به زمان و با فرکانسمدل می

تقریبی نسبت به حالتی که یا روتور یا استاتور به صورت محوری متقارن باشند، پیچیده باشد، هیچ جواب 

 ای برای این نوع معادلات وجود ندارد. بسته
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ی تیر رفتار ارتعاش عرضتوان گیرند. با فرضیات زیادی میبیشتر روتورهای منعطف را شبیه تیر در نظر می

را جدای از رفتار محوری و پیچشی آن در نظر گرفت. همین جدا شدن معمولا در دینامیک روتورها فرض 

 دهد. شدنی بین خمش در صفحات اصلی رخ نمیر هیچ جداشود، با این تفاوت که دیگمی

برای اولی برقرار  (2-0)وقتی رفتار ارتعاش عرضی را بتوان از ارتعاش پیچشی و محوری جدا کرد، معادله 

ق به یک سیستم طبیعی و لهایی هستند که متعاست و معادلات پیچشی و محوری حرکت، معمولا همان

  [.72] چرخان است

 

 ارتعاش آزاد -2-2-3

های طبیعی ماشین شامل روتور شود، فرکانساز آنجایی که سرعت چرخش مستقیما در معادله حرکت ظاهر می

افتد، رفتار آزاد سیستم را معمولا با نمودار فرکانس تواند به سرعت چرخش وابسته باشد. وقتی این اتفاق میمی

کنند. در خیلی از حالات فرکانس نیروهای محرک هم به سرعت وابسته است تشریح می نسبت به طبیعی

شود )شکل شناخته می 1کمپلآید به نام نمودار توان در همان نمودار نشان داد. چیزی که بدست میو آنها را می

یی وجود داشته باشد یک نمودار دوم، که در آن نرخ تلاشی به عنوان تابعی از سرعت چرخشی (. اگر میرا2-2

شود رسم کرد. علاوه بر این، مشاهده می 2-3طور که در شکل ودار کمپل همانتوان به همراه نماست را می

-4بدست آورد )شکل مکان ریشه را  توان بر حسب نرخ تلاشی رسم کرد و نمودارنمودار فرکانس طبیعی را می

2.) 

متقارن است، در  در چهار ربع رسم شده است. به طور واضح نسبت به محور 2-2نمودار کمپل شکل 

ندارد. این نمودار  حالی که علامت سرعت چرخش، یعنی جهت چرخش ماشین، تاثیری روی فرکانس طبیعی

قسمت  یا حقیقی است یا مختلط مزدوج، بنابراین اگر  Sمتقارن است: پاسخ همچنین نسبت به محور

 [.72] قسمت موهومی مقدار ویژه دیگر استهم  -موهومی مقدار ویژه باشد، 

های طبیعی سیستم در حالت ایستا همان فرکانس ختلف نمودار کمپل با محور های ممحل تلاقی شاخه

یکسان  yzصفحه با xzها در صفحهاست. اگر سیستم به صورت محوری متقارن باشد )یعنی مشخصه

 های طبیعی در حالت ایستا جفت هم و یک مقدار هستند. با افزایش سرعت، مقادیر دیگر دوباشد(، فرکانس

 [.72] شونددر نمودار کمپل شروع می تا نیستند: دو شاخه واگرا از یک نقطه روی محور

 

                                                 
1 Campbell 
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 ور انعطاف پذیر )روتور یک توربوجت کوچک(نمودار کمپل چهار ربعی از یک روت-2-2شکل 

 

توان رسم کرد، چون تنها در این حالت است که مفهوم دار کمپل را تنها در حالتی که سیستم خطی باشد مینمو

های غیرخطی هم، نمودار کمپل مربوط به سیستم ای فرکانس طبیعی برقرار است. به هر حال در سیستمپایه

 خطی شده ممکن است اطلاعات مهمی درباره رفتار سیستم ارائه دهد. 

دهد در متقارن است، همه اطلاعاتی که ارائه می و  آنجایی که نمودار کمپل نسبت به هر دو محوراز 

هر یک از چهار ربع موجود است و بهتر است تنها یکی از آنها را رسم کرد، معمولا اولین ربع. این چنین 

 موجود است. 2-3ویژه نسبت به سرعت با هم در شکل  ار قسمت حقیقی مقدارنموداری به همراه نمود

در نظر بگیرید که از یک نقطه در فرکانس طبیعی  2-3ها را در نمودار کمپل در شکل یک جفت از شاخه

جفت  شوند )روتور به صورت محوری متقارن بوده و مقادیر موجود روی محور سیستم ایستا شروع می

تر در شکل ستند، یکی )خط تیرهه 1های حرکت چرخشی لرزشیواقع فرکانس هستند(. این دو مقدار در

تر( در مستقیم یا رو به جلو( و دیگری )خط روشن لرزشدهد )( در جهت موافق با چرخش رخ می3-2

 [.72] )لرزش معکوس یا رو به عقب( با آنجهت مخالف 

                                                 
1 Whirl 
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 نمودار کمپل استاندارد )فقط ربع اول نشان داده شده است( و منحنی نرخ تلاشی یک روتور انعطاف پذیر -2-3شکل 

 

ورت بدین ص رو به جلو و رو به عقب تفاوت قائل شد. لرزشتوان نمودار کمپل را طوری رسم کرد که بین می

شود، و برای حرکت دوم از میدر حرکت آزاد تعبیر  لرزشکه برای اول از مقدار مثبت که به عنوان سرعت 

 شود.مقدار منفی استفاده می

، طوری رسم شده که هم مقادیر مثبت و هم مقادیر منفی سرعت چرخش را در 2-3نمودار کمپل شکل 

 دهد.ها را نشان مینسبت 2-5نظر بگیرد. در شکل 

رو به جلو هستند  لرزش های موجود در ربع اول مربوط بهربع، خط در ارائه کامل نمودار کمپل در چهار

معکوس است  لرزشوقتی که چرخش در جهت رو به جلو )خلاف عقربه های ساعت( باشد. ربع دوم برای 

 های ساعتمستقیم در جهت عقربه لرزشهای ساعت باشد. سومی برای زمانی که چرخش در جهت عقربه

طور که گفته شد، د. همانباشهای ساعت میمعکوس در خلاف جهت عقربه لرزشو چهارمی مربوط به 

دهند. روش مورد نیاز را می اهمیت است و دو ربع به طور کامل تمام اطلاعاتجهت سرعت چرخش بی

ولی گاهی اوقات از ربع اول و دوم هم استفاده  استفاده از ربع اول و چهارم است معمول برای نمایش،

 شود.می
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 مکان ریشه یک روتور انعطاف پذیر به عنوان تابعی از سرعت چرخش -2-4شکل 

 

مطالبی که در مورد نمودار کمپل گفته شد در مورد نمودار مکان ریشه هم صادق است. در اینجا همچنین 

 قادیر منفی رو به عقب از م لرزشبرای  رو به جلو از مقادیر مثبت  لرزشهای توان برای شاخهمی

متقارن  نشان داده شده است، که نسبت به محور  2-6استفاده کرد. یک نمودار از این نوع در شکل 

 نیست.

ود آشکار شستفاده میهای دوار اهای انتقال سازهوابستگی پاسخ دینامیکی به سرعت چرخش وقتی که از تابع

تابع انتقال از نیرو به شتاب برای یک روتور در حالت ایستا و  دهندهبه ترتیب نشان 2-8و  2-7ست. شکل ا

سرعت نامی چرخش است. به علت تقارن محوری در حالت ایستا، پاسخ سازه شامل دو مقدار برابر و جدا شده 

y,در راستاهای x  هستند. در سرعت نامی،  دو1مرتبهاست: همه مقادیر ویژه سیستم کلی مختلط مزدوج با

y,ثر ژایروسکوپی با پاسخ در راستایا x 2منطبق هستند ولی ، مزدوجشود؛ مقادیر ویژه مختلطآمیخته می 

 .نیستند

                                                 
1 Multiplicity 

2 Coincident 
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رو به جلو از مقادیر مثبت  لرزشهای قبلی، ولی برای طاف پذیر منحنینمودار کمپل مربوط به همان روتور انع -2-5شکل 

  معکوس از مقادیر منفی  لرزشو استفاده شده 

 

 شود. این تقسیم شدن تشدیدها درتبدیل می 2-8شکل  به دو بیشینه در 2-7هر بیشینه تشدید در شکل 

 های دوار که اثر ژایروسکوپی غیر قابل اغماض دارند یک امر معمول است.سیستم

 

 سرعت بحرانی -2-3

کنند و گاهی اوقات نمودار آنها بر حسب گیرند که در زمان تغییر میروتورها معمولا تحت نیروهایی قرار می

توان نابالانسی باشند. بطوریکه میزمان هارمونیک است. این حالتی است که به طور مثال، نیروها ناشی از 

ای روتور که مقدار آن در یک دستگاه اینرسی با زمان به صورت یک بردار چرخان با سرعت زاویهه آنها را ب

های دیگر نمودار کند. در حالتتغییر می طور نوسانی با فرکانس چرخشی، برابر با سرعت چرخش شفت 

صورت جمع اجزای نوسانی ه توان بمند است، ولی اگر متناوب باشد، همیشه میبر حسب زمان کمتر قانون

 نوشت. 
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 ده استنشان داده ش رو به جلو و معکوس با مثبت و منفی  لرزشها که در آن مکان ریشه-2-6شکل 

 

وان تها فرکانس نیرو یا فرکانس جز نوسانی آن معمولا با سرعت چرخش روتور رابطه دارد و میدر این حالت

در حالتی که برای مثال تحریک توسط نابالانسی ایجاد شود، فرکانس  آن را روی نمودار کمپل رسم کرد.

توسط محور تقارن ، یعنی نمودار کمپل با خطوط مستقیم  توان در صفحه نیروی تحریک را می

عت ای که فرکانس نیرو را به سراست. رابطه گامهمگویند تحریک ربع اول نشان داد. در این حالت می

ز ا توان آن را با یک خط مستقیم گذرندهدهد معمولا یک رابطه تناسب ساده است و میچرخش ارتباط می

        مبدا نشان داد.

سرعت چرخشی که در آن سرعت یکی از نیروها فرکانسی برابر فرکانس طبیعی سیستم دارد معمولا به 

های مربوط به فرکانس طبیعی و توان آن را با تلاقی منحنیشود و میعنوان سرعت بحرانی شناخته می

است در شکل  آن فرکانس نیرویی متناسب با فرکانس نیروها از نمودار کمپل بدست آورد. حالتی که در 

    نشان داده شده است.  9-2
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 های فعال مغناطیسی( در حالت ایستاپاسخ فرکانسی روتور )روی یاتاقان -2-7شکل 

 

ه فرکانس مودی ک ها در نمودار کمپل به یک اندازه خطرناک نیستند. اگر فرکانس یک نیرو باهمه تقاطع 

کوچک  خیلی تر، نیروی مودال متناظر با فرکانس نیرو و مود تشدیدکاملا از آن جدا است یکی شود )یا واضح

دهد. برای مثال اگر فرکانس گشتاور محرک )یعنی فرکانس ممان پیچشی روی باشد( هیچ تشدید رخ نمی

چشی و عرضی روتور به طور کامل مستقل از روتور( با فرکانس طبیعی عرضی روتور یکسان شود و رفتار پی

تواند خیلی ضعیف باشد و میرایی های دیگر، تشدید میدهد. در حالتهم باشند، هیچ تشدیدی رخ نمی

رد که هایی وجود دااگرچه حالت گیری را از بین ببرد کافی است.سیستم برای اینکه هرگونه اثر قابل اندازه

های بحرانی و یا نزدیک آن بدون ارتعاش شدید تواند در سرعتتور نمیدهد و روتشدیدهای شدیدی رخ می

ی های طبیعی ارتعاش عرضیا خرابی کامل کار کند. به طور خاص، تشدیدهای ناشی از تلاقی یکی از فرکانس

های مربوط توان بروی نودار کمپل از تلاقی منحنیها را میبا سرعت چرخش خطرناک است؛ این فرکانس

 گویند وهای بحرانی عرضی میپیدا کرد. معمولا به آنها سرعت نس طبیعی با خط مستقیم به فرکا

 های بحرانی دیگر مربوط به رفتار خمشی که معمولا خطر کمتری دارند، معمولا به عنوان سرعتسرعت

 شوند.بحرانی ثانویه شناخته می
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 دور در دقیقه 33000های فعال مغناطیسی( با سرعت نسی روتور )روی یاتاقانپاسخ فرکا -2-8کل ش

 

شود؛ اگر کل سیستم به صورت پاسخ یک تحریک همگام مثل نابالانسی، موجب لرزش همگام روتور می

دهد در شکل دهد. موقعیتی که در این حالت رخ میمحوری متقارن باشد، یک لرزش همگام دایروی رخ می

)داده شده است: در نشان 10-2 )a اش نشان داده یک شفت که لرزش دارد در موقعیت تغییر شکل یافته

)شده و در )b موقعیتی که در صفحهxy شود رسم شده است. از آنجایی که سرعت چرخش با ایجاد می

ای از سطح مقطع شفت که تحت تنش کششی است )ناحیه سایه خورده ناحیهسرعت لرزش برابر است، 

ماند، در مقابل آن قسمتی که تحت فشار است همیشه ( همیشه تحت بار کششی باقی میBنزدیک نقطه

. ن استماند. این موقعیت شبیه موقعیت ماه است که همیشه یک طرف آن رو به زمیتحت فشار باقی می

 گیرند، که از یک طرف چون ماده دچاردهنده روتور تحت تنش ثابت قرار میدر این حالت مواد تشکیل
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 ها در نمودار کمپل برای یافتن سرعت بحرانیتقاطع -2-9شکل 

 

 تواند موثر باشد و انرژی راشود خوب است و از یک جهت چون میرایی درونی ماده نمیخستگی نمی

مستهلک کند و دامنه را محدود کند خوب نیست، مخصوصا وقتی که سیستم با سرعتی برابر سرعت 

 چرخد. اش میبحرانی

توان سرعتی که در آن نیروهای گریز از مرکز ناشی از خمش روتور در تعادل سرعت بحرانی عرضی را می

ت ین نظر، این موقعیت بیشتر شبیه حالمتفاوتی با نیروهای بازگرداننده الاستیک هستند تعریف کرد و از ا

 وعکند، تحت هیچ نناپایداری الاستیک است تا پدیده معمول ارتعاشات. روتوری که در سرعت بحرانی کار می
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)-2-10شکل  )a  دایروی همگام لرزشطرح یک شفت تحت( )b موقعیت در صفحهxy مناطق هاشور خورده تحت .

 تنش کششی هستند

گیرد بلکه خودش منبع تحریک متناوب است که باعث ارتعاش معمولا شدید در اجزای ثابت ارتعاشی قرار نمی

 شود. ماشین می

ون ها )چو یاتاقانشود و تنها میرایی استاتور در این حالت، دامنه ارتعاشات به صورت خطی با زمان زیاد می

های غیرقابل اجتناب که با افزایش تاثیر است( و غیرخطی بودنمیرایی روتور به طور کامل در این حالت بی

های دارای قطعات دوار را توان ماشینتوانند مانع از خرابی روتور شوند. در واقع میشوند، میدامنه ظاهر می

ند در سرعت بحرانی کار کند، ولی لازم است با هر نرخی، طوری طراحی کرد که برای مدت کوتاهی بتوان

گستره نامی ماشین یا کمتر از سرعت بحرانی اول، یا بین دو سرعت بحرانی باشد تا از کار در شرایط بحرانی 

های کند ماشینجلوگیری شود. یک مثال از ماشینی که در سرعتی بیشتر از سرعت بحرانی اول کار می

ت: حین تغییر از حالت شستشو به حالت خشک کن، گذر از سرعت بحرانی اول با لباسشویی خانگی اس

 [.72] ارتعاش شدید آن حتی بدون تجهیزات خاصی قابل رویت است

شود؛ بیشتر از نامیده می 1دون بحرانیگستره سرعت از صفر تا سرعت بحرانی اول، معمولا گستره سرعت 

 ها در گستره فوق بحرانیشود. تعداد روز افزونی از ماشینمیشروع  فوق بحرانیسرعت بحرانی اول گستره 

                                                 
1 Sub critical 
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کنند، بنابراین حین روشن شدن و خاموش شدن دستگاه یک گذر از سرعت فوق بحرانی را تجربه کار می

 کنند.می

ساخته شود، یعنی  اگر نمودار کمپل مربوط به ارتعاشات عرضی از خطوط مستقیم و موازی محور 

شود  مقادیر عددی مشاهده می 2-11طور که در شکل ت باشند، همانهای طبیعی مستقل از سرعفرکانس

های طبیعی در حالت ایستا است. بعضی از اشتباهات مربوط به سرعت سرعت بحرانی مطابق با فرکانس

مر نسبت داد. حتی اگر از نظر عددی توان به این ابحرانی و فرکانس طبیعی که هنوز هم وجود دارد را می

یکسان باشند، این دو پدیده از نظر فیزیکی متفاوت هستند، مخصوصا وقتی که تنش موجود در روتور مورد 

 نظر باشد. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 سرعت بحرانی روتوری که نمودار کمپل آن صاف است -11-2شکل 

 

توانند بسیار خطرناک باشند، به های بحرانی پیچشی هم میهای بحرانی عرضی، سرعتعلاوه بر سرعت

های رفت و برگشتی. تجهیزات زیادی جهت کاهش دامنه ارتعاشات ناشی از خصوص در مورد ماشین

 های بحرانی ساخته شده است. سرعت
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شده است و تعریف سرعت بحرانی بدین  ای سرعت بحرانی با توجه به سیستم خطی تعریفمفهوم پایه

صورت برای روتورهای غیرخطی غیرممکن است. اگرچه به طور کلی در تعریف سرعت بحرانی، از سرعتی 

شود. این تعریف که در حالت روتور غیرخطی هم صادق دهد استفاده میکه در آن ارتعاشات شدیدی رخ می

ارتعاشات به علت تولید آن بستگی دارد. در حالت روتور است، در خیلی از حالات برقرار است چون دامنه 

افتد، یعنی سرعت بحرانی طبق آخرین تعریف، به غیرخطی هم سرعتی که در آن حداکثر دامنه اتفاق می

کننده بستگی دارد )برای مثال، میزان نابالانسی در حالت سرعت بحرانی عرضی(. قدرت عوامل تحریک

 باشندای از سیستم هستند که مستقل از تحریک میدر مقابل مشخصه های خطی،سرعت بحرانی سیستم

[72.] 

 

 های ناپایداریزمینه -2-4

های تعریف شده از خودشان نشان دهند. ی سرعتروتورها ممکن است رفتار ناپایداری در گستره

گرفت، چرا که این دو های بحرانی اشتباه دهد را نباید با سرعتهایی که در آن رفتار ناپایدار رخ میسرعت

گوناگونی  تواند داشته باشد، تعابیرپدیده کاملا از یکدیگر متفاوت هستند. عبارت ناپایدار معانی گوناگونی می

 ارائه شده است.  1لیاپانوفها توسط ترین این تعریفاز ناپایداری وجود دارد، یکی از معمول

براساس تعریف لیاپانوف، یک موقعیت تعادلی پایدار است، اگر بعد از جابجا شدن از موقعیت تعادلی در یک 

موقعیتی به اندازه کافی نزدیک به موقعیت تعادل قرار گیرد. البته این جابجایی نباید خیلی بزرگ باشد، اگر 

 یستم در تعادل مجانبی است. گویند سسیستم در زمان به صورت مجانبی به موقعیت تعادل برود می

های مهندسی دشوار است و تعریف تکنیکی از پایداری اگرچه تعریف تئوری لیاپانوف از پایداری در موقعیت

باید استفاده شود: رفتار ماشین پایدار است هرگاه دامنه ارتعاشات در کارکرد معمولی از یک مقدار قابل 

به شرح زیر بیان  [03] 2آ.موزیسکاتعریف تکنیکی پایداری توسط  قبول فراتر نرود. برای ماشین آلات دوار،

 شده است. 

یک ماشین دوار پایدار است اگر روتور آن حرکت چرخشی خالص حول یک محور مناسب در سرعت مورد 

نظر داشته باشد و همراه با این حرکت هیچ مود ارتعاشی دیگری در روتور، قطعات آن و اجزای سرعت ثابت 

ین وجود نداشته باشد. در صورت وجود چنین ارتعاشی، مقادیر دامنه آنها از یک مقدار قابل قبول دیگر ماش

و مجاز بیشتر نشود. ماشین دوار پایدار نسبت به نیروهای مخل خارجی مقاوم است، یعنی هر گونه اختلال 

شود می آیند میرای گذراتواند رفتارش را خیلی تغییر دهد. این چنین اختلالی فقط باعث یک فراتفاقی نمی

                                                 
1 liapunov 

2 A. Muszynska 
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 دهد که در محدوده قابلگرداند یا سیستم را در یک حالت جدید قرار میکه عملکرد را به حالت قبلی بازمی

 [.72] قبول است

شده به علت استهلاک انرژی ناشی از میراگر به صورت نمایی در دامنه ارتعاشات آزاد سیستم خطی میرا

زمینه روتورها، یک منبع انرژی گریز از مرکز وجود دارد که ممکن است  کند. درگذر زمان کاهش پیدا می

در بعضی حالات موجب افزایش دامنه ارتعاشات در ارتعاش آزاد شود. گستره سرعتی که این افزایش دامنه 

ی رتواند زیاد شود. معمولا محدوده ناپایداری یا گستره ناپایداافتد، یعنی ارتعاشات خود تحریک میاتفاق می

 شود، آستانه ناپایداری نام دارد. نامند و سرعتی که در آن این محدوده شروع میمی

های ناپایداری را نباید با سرعت بحرانی اشتباه گرفت: سرعت بحرانی یک نوع ارتعاش بین فرکانس گستره

د. دهرخ می طبیعی و نیروهای خارجی روی روتور است و در گستره ناپایداری، ارتعاشات خود تحریک خالص

برای افزایش دامنه در ارتعاش باید یک منبع انرژی وجود داشته باشد و در این حالت، انرژی از طریق انرژی 

توان به این نکته پی برد که انرژی شود. به راحتی میتامین می جنبشی مربوط به چرخش با سرعت 

مقداری از مرتبه بالاتری نسبت به انرژی پتانسیل ذخیره شده در  جنبشی ذخیره شده در روتور از لحاظ

 روتور است. 

به عنوان یک قانون کلی، اگر شرایط جدا شدن رفتار عرضی، طولی )محوری( و پیچشی فراهم شود، فقط 

های متفاوتی وجود دارد که موجب شرایط ناپایدار تواند موجب ارتعاش خود تحریک شود. مکانیسماولی می

شود، از جمله میرایی داخلی روتور ناشی از میرایی ماده و اصطکاک بین اجزای گوناگونی که توسط پیچ، یم

ها و اند؛ تماس بین روتور و استاتور؛ نیروهای سیال در یاتاقانپرچ، جا زدن فشاری و غیره مونتاژ شده

هایی گفته شده در ذات خطرناک سمای. تمام مکانیهای گردابهبندها؛ و استهلاک انرژی ناشی از جریانآب

هایی اند آنای که بهتر شناخته شدهشوند. عوامل ناپایدارکنندههستند، ولی آنها الزاما موجب ناپایداری نمی

 آیند. علتکاری شده به وجود میهای روغنروتور و یاتاقان هستند که توسط میرایی ماده تشکیل دهنده

شود، که در ارتعاشات شدید و معمولا در سرعتی دو  1ضربه روغنه شده تواند باعث پدیده شناختاخیر می

 افتد.شود اتفاق میبرابر سرعت بحرانی عرضی شروع می

 شود:های زیر بیان میتر شدن تشخیص بین سرعت و محدوده ناپایداری ویژگیبرای راحت

 های بحرانیسرعت

 افتد.های چرخشی کاملا مشخصی اتفاق میدر سرعت 

                                                 
1 Oil whipping 



33 

 

 توان آن را در محدوده قابل کند. میورت نبودن میرایی دامنه به صورت خطی با زمان رشد میدر ص

 توان عبور کرد.قبول نگه داشت و در نتیجه از سرعت بحرانی می

  مقدار سرعت ثابت است، ولی مقدار دامنه به دامنه اغتشاشات بستگی دارد. به عنوان مثال، سرعت

 شود.ابالانسی وابسته نیست، ولی دامنه با افزایش نابالانسی زیاد میبحرانی عرضی اصلی به میزان ن

 محدوده ناپایداری

 هایی که بیشتر از آستانه ناپایداری است موجب محدوده آنها معمولا زیاد است. اغلب تمام سرعت

 شوند.ناپایداری می

  گیرد.بحرانی قرار میآستانه ناپایداری اگر وجود داشته باشد معمولا بالاتر از گستره فوق 

 س شود، پشود. دامنه به صورت غیرقابل کنترلی بزرگ میدامنه به صورت نمایی در گذر زمان زیاد می

شود، کار کردن در محدوده بیشتر از آستانه ناپایداری غیرممکن است. وقتی وارد محدوده کاری می

های ری هم برسد. فقط غیرخطیسیستم باید طوری تعریف شود که به بالاتر از بیشترین سرعت کا

 1توانند مانع از رشد دامنه به صورت نامحدود شوند، که باعث ایجاد حلقه محدودیتممکن در سیستم می

 [.72] شودمی

 

 پاسخ ارتعاشات اجباری -2-5

 پاسخ به نابالانسی -2-5-1

توان پاسخ سیستم را بر حسب بردار می ،(2-0)با جایگذاری تابع نیرو ناشی از نابالانسی در معادله حرکت 

)جابجایی )q t های موجود در روتور و ارتعاشی که به قطعات غیرچرخان ماشین وارد بدست آورد و تنش

ود دایروی خواهد ب لرزششود را محاسبه کرد. اگر سیستم به طور محوری متقارن باشد، پاسخ نابالانسی می

کل یر شکند، بلکه به طور تغیکند. روتور در این حالت ارتعاش نمیکه با سرعت چرخش روتور حرکت می

شوند )حداقل به تعداد چرخه دهنده اجزای دوار ماشین دچار خستگی نمیچرخد؛ مواد تشکیلیافته فقط می

بالای تنش ناشی از فرکانس بالای ارتعاش( و میرایی آن هیچ تاثیری در رفتار آن ندارد. در حالتی که سیستم 

شود( دامنه به واسطه سرعت بحرانی به نامیرا باشد )در واقع به قدری است که میرایی غیرچرخان حذف 

                                                 
1 Limit cycle 
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 های کمتر و یا بیشتری در سرعت بحرانیاند، بیشینههای واقعی که همیشه میرا شدهرود. ماشیننهایت میبی

 دهند؛ برای کاهش دامنه آن طراح باید میرایی اجزای غیرچرخان را افزایش دهد.نشان می

ی آید، و در بعضبه صورت بیضوی درمی لرزشکند، رد کار میهای ناهمسانگدر حالتی که روتور روی یاتاقان

همسانگرد باشند، پاسخ  اگر هم روتور و هم استاتور غیرمعکوس ممکن است اتفاق افتد.  لرزشحالات 

 شود. هارمونیک شده و حرکت پیچیده میپلی

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ی متقارن محوریدامنه پاسخ نابالانسی یک روتور میرا شده -2-12شکل 

 

یضوی ب لرزشپاسخ نابالانسی معمولا گرافیکی و به صورت یک پلات از دامنه چرخش دایروی )یا در حالت 

شود عت چرخش نشان داده میاز چرخش بیضوی نیم محور( در یک نقطه مشخص به عنوان تابعی از سر

 (.2-12)شکل 

تر از پاسخ نابالانسی یک روتور، مخصوصا در حالتی که یک روتور روی استاتور ارائه گرافیکی کامل

ها به (. چرخش2-13رسم پلات لوله چرخش است )شکل بیضوی دارد،  لرزشکند و ناهمسانگرد کار می

یک نقطه  شوند، که در راستای محور چرخش امتداد یافته است. لوله به صورتصورت سه بعدی رسم می

 هایکند. در سرعتشود و سطح مقطع بیضوی پیدا میشود و سپس بزرگ میدر سرعت صفر شروع می

صویر کند. ت، به سمت استوانه دایروی به شعاع خارج از مرکزی میل میسلف سنترینگخیلی زیاد، به علت 
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های مختلف را به صورت بر هم نهی )زاویه دید چرخش( مستقیما چرخش در سرعت xyآن روی صفحه

y,دهد. تصویر روی صفحهشده نشان می x   دامنه بیشینه تا کمینه را به عنوان تابعی از سرعت چرخش

 [.72] دهدارائه می

) لوله چرخش. -2-13شکل  )a بعدی لوله نمای سه( )b تصویر در صفحهxy،,( ) ( )d c تصویر در صفحهx   و

 yصفحه

 حرکت پلی هارمونیک -2-5-2

ز همگام شود. جفقط گاهی اوقات پاسخ هارمونیک مینابالانسی تنها نیروی تاثیرگذار بر روی روتور نیست و 

های دوار همیشه وجود دارد و در اغلب موارد بیشترین مقدار است، ولی معمولا اجزای ارتعاشات در ماشین

شناخته  1xدیگری هم همراه آن است. در اصطلاحات دینامیک روتورها، جز همگام معمولا به عنوان جز

, شود، آنهایی را که فرکانسی برابر ضریبی از فرکانس چرخش دارند، اجزایمی ,4 3 2x x x  و غیره نامیده

 شوند. می
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دهد و این امکان را های دوار اطلاعات مفیدی از شرایط کاری میهای تجربی از ارتعاشات ناشی از ماشینتحلیل

 بینی کنند. هدفن شناسایی و یا در بعضی موارد وقوع آنها را پیشتر شددهد تا مشکلات را قبل از وخیممی

 ای انجام داد. برای پایش رفتارگیرانهنهایی تحلیل، تشخیص وضعیت ماشین است تا بتوان تعمیرات پیش

شود تا شتاب، سرعت و یا جابجایی را های مشخصی نصب میگرهایی در موقعیتدینامیکی ماشین، اغلب حس

توان به صورت دائمی نصب کرد و سیگنالی که به گرها را میها، این حسی کنند. در بعضی از ماشینگیراندازه

های زمانی معین و یا حتی زمانی که کارکرد ماشین غیرعادی دهند را به طور پیوسته، یا در بازهعنوان خروجی می

 اضر تقریبا همیشه به سیستم گیرندهگرها موجود است، ولی در حال حباشد، پایش کرد. انواع مختلفی از حس

بط را اطلاعات مرتها را انجام دهند و توانند انواع گوناگونی از تحلیلالکترونیکی متصل هستند که می 1اطلاعات

گرها به صورتی که برای کاربر مناسب باشد در اختیار وی قرار دهد. به خصوص با تحلیل هارمونیک خروجی حس

 2شکل آبشیبا جابجایی را بدست آورد. یک راه خیلی معمول نشان دادن این نمودارها، توان نمودار شتاب یمی

های های متفاوت در صفحهذکر شده است: یک شکل آبشیب که در آن نمودارهای بدست آمده در سرعت

(. اغلب فرکانس با واحد هرتز و 2-14شوند )شکل رسم می xyzثابت در یک فضای سه بعدی yدارای

 شود. سرعت چرخش با واحد دور در دقیقه یا دور در ثانیه بیان می

دار اولی، نمو شود. درمعمولا عبارت شکل آبشیب و شکل آبشار برای دو نوع متفاوت از نمودار بکار برده می

های نمودار در یک سرعت ثابت ولی در زمان های چرخش متفاوت رسم شده است؛ در دومی،در سرعت

های مختلف کاری استفاده است. شکل آبشار برای مطالعه رفتار ماشین در موقعیت متفاوت بدست آمده

 شود.شود، بلکه برای بررسی تغییرات در رفتار دینامیکی در طی زمان بکار برده مینمی

گرها های گوناگون ماشین را شناسایی کرد. اگر حستوان در هر سرعتی، فرکانس حرکتدر شکل آبشیب می

 توان جهت اجزایها، میدر صفحات شعاعی متفاوتی نصب شوند، با مقایسه فازهای مربوط به این سیگنال

ارتعاشات را مطالعه کرد و  توان علل ایجادهای گوناگون را تعیین کرد. از اطلاعات فاز و فرکانس، میلرزش

 ح آن را انتخاب کرد. عمل مناسب برای اصلا

 تر برطرف کرد. در حالیتوان آن را با بالانس کردن دقیقمعمولا جزء همگام با نابالانسی مرتبط است و می

که جزئی که فرکانس آن دو برابر سرعت چرخش است عموما با ناهمسانگردی روتور در ارتباط است و 

به عنوان یک قانون کلی، بالانس کردن روتور تاثیر تر ساختن روتور برطرف کرد. توان آن را با متقارنمی

 خیلی کمی بر روی اجزای غیر همگام ارتعاش دارد.

                                                 
1 Data acquisition 

2 Cascade 
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شود. ماشین شناخته می 1اثر مکانیکیکند، که به عنوان هر ماشین یک نمودار ارتعاشی مشخصی را تولید می

، یک نشانه از کارکرد غیر معمول شودطور که در شکل آبشاری دیده میهرگونه تغییر در زمان این اثر، همان

 تواند مربوط به یک مشکلی باشد که اتفاق افتادهماشین است و باید خیلی دقیق آن را زیر نظر گرفت. می

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 شکل آبشیب یک روتور -2-14شکل 

 

 های ناشی ازیا در حال رخ دادن است. تشخیص مشکلات قبل از اینکه واقعا رخ دهند، جهت کاهش هزینه

 [.72] تعمیرات و در دسترس نبودن ماشین مهم است

 

 دینامیک غیرخطی روتورها -2-6

آل سازی از هر سیستم واقعی است و روتورهای واقعی همیشه به مقداری بیشتر خطی بودن تنها یک ایده

های دینامیک روتور کلاسیک یک تحلیل خطی معمولی شوند. تحلیلیا کمتر از مقدار خطی منحرف می

خطی برقرار است.  است و خیلی از تعاریف بالا، مثل سرعت بحرانی یا آستانه ناپایداری، تنها در محدوده

شان خطی هستند، اگر جابجایی در محدوده مجاز کاری باقی بماند، اگرچه روتورها اغلب در شرایط نامی

                                                 
1 SignatureMechanical  
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خطی شدیدی از خود نشان توانند رفتار غیربندها میها، میراگرها و آبحداقل اجزای دیگری مثل یاتاقان

ها( و حذف شوند )به طور مثال ر مثال یاتاقانها صلب فرض شوند )به طودهند. روش دیگری که این المان

بندها( یا رفتار آنها را خطی کنند، خیلی معمول است. ولی در خیلی از حالات نتایج حاصل از این طریق آب

های سازه ممکن است تقریب درستی نباشد. علت واقعی غیرخطی بودن، وجود یک ترک در بعضی المان

ها حذف شوند، شود. اگر غیرخطی بودنی و مشخصه فشاری میاست که باعث تفاوت بین کشش موضع

بسیاری از مفاهیم و ابزارهای دینامیک روتور، مثل نمودار کمپل و تحلیل سرعت بحرانی معنی خود را از 

دهند. توجه باید به پاسخ نابالانسی و تحلیل نموداری اطلاعات ارتعاشات معطوف شود. ولی این دست می

اند ایجاد توجدیدی می شکل است: وقتی که یک سیستم به شدت غیرخطی است، پدیدهفقط یک جنبه از م

 ها و ارتعاشات اتفاقی مرتبط هستند. هارمونیکها و دونشود، مخصوصا آنهایی که با وجود فوق هارمونیک

های ساده ریاضی از روتور کشف شد و نتایجی که حرکت اتفاقی در شبیه سازی عددی بروی مدل

 نظمی بود، در نتایج آزمایشات بر روی موتور توربو جت دیده شد.بی دهنده امکان وجود پدیدهنشان

اگر  دایروی خواهد بود. حتی لرزشاگر سیستم نسبت به محور چرخش متقارن باشد، پاسخ نابالانسی به صورت 

جذب منحصر بفرد خودش.  های دیگری هم موجود باشد، هر کدام با محدودهاین پاسخ دیگر یکتا نباشد و پاسخ

طور که ممکن است برای یک سیستم همسانگرد که در حالت اگر تقارن محوری وجود نداشته باشد، همان

گر دایروی دی لرزششود، کند پیش بیاید. مثلا، وقتی که یک بار جانبی بروی روتور اعمال میغیرمتقارن کار می

ه گیری عددی از معادلاه مطالعه پاسخ نابالانسی انتگرالشود. تنها رای یافت نمینیست و هیچ پاسخ بسته

 غیرخطی حرکت در زمان است.

باری توان بین رفتار ارتعاش آزاد یا اجبا هر نرخی، اگر رسیدن به یک پاسخ بسته ممکن باشد یا نه، دیگر نمی

 دهد. رار میتفاوتی قائل شد و نابالانسی هم فرکانس ارتعاش و هم پایداری سیستم را تحت تاثیر ق

یک تعریف از سرعت بحرانی، که طبق این تعریف سرعتی است که در آن پاسخ نابالانسی روتور دارای 

های سرعت بحرانی را در مورد روتورهای غیرخطی توسعه باشد، تعریف شده است تا بتوان تحلیلبیشینه می

 از این طریق به نابالانسی روتور بستگیبحرانی بدست آمده  داد، ولی این تعریف این نقص را دارد که سرعت

زیاد شود، پدیده  لرزشدارد. همین مسائل در مورد تحلیل ناپایداری برقرار است: وقتی دامنه حرکت 

شود و یک حلقه محدودیت ممکن است ایجاد شود. یک روتور که غیرخطی از اهمیت بیشتری برخوردار می

غیرخطی بودن به شرایط کاری پایدار برسد؛ اینکه آیا این مقدار کمی ناپایدار است، ممکن است به علت 

 ناشی از آن و مشخصات طراحی یک ماشین خاص بستگی دارد لرزششرایط قابل قبول باشد یا نه، به دامنه 

[72.] 
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 دینامیک روتور با سرعت متغیر -2-7

وتوری که با شتاب شوند. یک رهای دینامیک روتور معمولا در یک سرعت ثابت چرخش انجام میتحلیل

کند، به هر حال ممکن است رفتاری متفاوت نسبت به روتوری که در یک سرعت ثابت کار زیاد حرکت می

کند داشته باشد. در بقیه حالات ممکن است نابالانسی ناگهان تغییر کند، مثل شکستن و جدا شدن یک می

 پره در روتور توربین.

که خطی رفتار کند، در صورت تغییر سرعت چرخشی، نه تنها حتی اگر بتوان روتور را طوری فرض کرد 

شوند چون تعدادی از شوند، بلکه متفاوت هم میبه زمان می وابسته (2-0)معادله های موجود در ماتریس

شوند. در این موقعیت، باید پاسخ را از طریق ای وارد معادله حرکت میهای مرتبط با شتاب زاویهعبارت

سازی معادله حرکت گیری عددی در طی زمان بدست آورد و به عنوان نتیجه، مزایای کمی در خطیانتگرال

 وجود دارد. 

آید و غیرخطی بودن گیری عددی در زمان بدست میطور مشابه، مسئله جدا شدن پره از طریق انتگرال به

 کند.پیچیدگی کمی به مسئله اضافه می

ای برای ثابت ای در روتورهای آزاد وجود دارد: در این حالت، هیچ وسیلهیک دلیل دیگر در تغییر سرعت زاویه

و دامنه حرکت ممکن است بزرگتر باشد. حرکت روتورهای آزاد باید در داشتن سرعت چرخش وجود ندارد نگه

وی به نح لرزشای ثابت بماند، یعنی سرعت چرخش و سرعت صورتی مورد مطالعه قرار گیرند که تکانه زاویه

 [.72] ای کل ثابت باقی بماندانه زاویهپیوسته تغییر کنند که تک

 

 بازه زمانی در برابر بازه فرکانسی -2-8

های خطی )یا حداقل خطی شده( در حالت دینامیک روتور کلاسیک همانطور که گفته شد، با سیستم

های فرکانسی است و دید جامعی از رفتار هرگونه روتور در یک ها بر پایه بازهیکنواخت سر و کار دارد. تحلیل

سته هستند، مسائل را های طبیعی و شکل مودها به سرعت وابدهد. این موضوع که فرکانسحالت خاص می

های اسخدهد. پا تغییر نمیکند، ولی مبنای روش رهای دینامیکی میتر از یک مسئله استاندارد در سازهپیچیده

جهت بهینه  1هاوضیعتدهند، که در آن تعدادی از سازی را میفرکانسی امکان مطالعه پارامتریک و بهینه بازه

ر حسب تغییر مقادیر بعضی از پارامترها و یا شرایط کاری، مطالعه سازی طرح یا تعیین میزان استحکام ب

 شوند. می

                                                 
1 Configuration 



40 

 

شوند و تنها راه یافتن پاسخ وجود نداشته باشد، پاسخ بازه فرکانسی غیرممکن می 1یکنواختوقتی فرض حالت 

، افتدگیری عددی در بازه زمان است. همین حالت برای روتورهای غیرخطی هم اتفاق میمعادله مربوط، انتگرال

ای، میک سازهدایروی پاسخ دقیق روتور غیرخطی باشد )در مقابل در دینا لرزشحتی اگر در دینامیک روتور 

دایروی ممکن باشد،  لرزشکند(. به هر حال اگر غیرخطی بودن، ارتعاش هارمونیک در زمان را غیرممکن می

ی فرکانسی قابل دستیابی نیستند، ممکن است وجود داشته باشند، و پاسخ ها، که از طریق تحلیل بازهبقیه پاسخ

کردن شرایط کاری است، وجود ندارد. روش بازه  کلی که توصیف کننده رفتار سیستم بدون نیاز به مشخص

گیری عددی در زمان از معادله دیفرانسیل حرکت اگرچه امروزه خیلی فراگیر شده است، زمانی، بر پایه انتگرال

های خاصی را حل کرد، بدون اینکه دید کاملی از پدیده این عیب قابل توجه را دارد که تنها می توان حالت

را  های گذرای گوناگونیرا باید به خاطر سپرد که مدلسازی بر اساس بازه زمانی امکان تحلیل مربوطه بدهد. این

دهد، مثل جدا شدن پره یا گذر از سرعت بحرانی، در نظر نگرفتن فرضیات معمول خطی بودن و تقارن می

 محوری حداقل یکی از استاتور یا روتور.

است. در این حالت، روتور  2چندجسمیهد، استفاده از کدهای دسازی بازه زمانی را میروشی که اجازه شبیه

ها شود )یعنی فرضیاتی که روتور را یک شاخه ویژه از دینامیک سیستمبدین شکل در نظر گرفته نمی

 شود( بلکه به صورت یک جسم چرخان کلی.کند، حذف میمی

یماهای چرخان بود. از آنجایی که برای مثال این روش، یک روش قدیمی برای تحلیل رفتار دینامیکی فضاپ

های کوچک حول نقطه تعادل محدود نشده و سرعت چرخش مقید نشده که ثابت بماند، مطالعات به جابجایی

 .ای مطالعه کردتوان در شرایط صحیح پایستاری تکانه زاویهروتورهای آزاد را می

طوری مدل کرد که یا یک سرعت  توان سیستم محرک را به صورت یک دستگاهبرای روتورهای ثابت، می

تر شدن ثابت )یا کنترل شده( و یا یک گشتاور ثابت )یا کنترل شده( به روتور بدهد. این امر موجب پیچیده

شود، مخصوصا وقتی که سیستم دارای اعضای سازگار باشد، و در ورای عدم امکان رسیدن به محاسبات می

ل مقایسه است با پاسخی که مقدار ویژه و بردار ویژه معلوم یک دید جامع از رفتار دینامیکی سیستم، قاب

 بود.

شود، امکان استفاده از مدل میراگر هیستریک وجود ندارد. زمانی استفاده می نهایتا وقتی که از روش بازه

ای برای تبدیل هیستریک به دینامیک سازه های استانداردتوان از روشاگرچه برای میراگر غیرچرخان، می

 [. 72] تر هستندرایی ویسکوز استفاده کرد. در حالت میراگر چرخان، مسائل خیلی پیچیدهمی

                                                 
1 state-Steady 

2 Multibody 
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 معادلات حرکت-3

باشد که از ده می 1نشان دهنده یک شفت کامپوزیت توخالی ساخته شده از مواد برون/اپوکسی 3-1شکل 

ا گیری الیافشان هستند. شفت بدر جهت ها دارای زاویه خاص لایه تشکیل شده است که هر کدام از لایه

ها در مقایسه با ضفت باشد. یاتاقانمی lچرخد و طول شفت ( میxحول محور طولی )محور  سرعت ثابت 

سخت بوده و هر دو طرف شفت از نوع تکیه گاه ساده است. لایه چینی از لایه داخلی به سمت لایه بیرونی 

90]6بصورت   / 45 / 45 / 0 / 90 ] خمشی-خمشی-باشد. در این قسمت معالات حرکت محوریمی-

شوند و غیر خطی ناشی از تغییر شکل بزرگ نیز در معادلت لحاظ شده پیچشی مربوط به شفت استخراج می

 است. 

 مواد کامپوزیت-3-1

 جقبل از استخراج معادلات انرژی جنبشی و پتانسیل، ابتدا روابط اصلی موجود در شفت کامپوزیت استخرا

باشد ای و اصلی مینشان دهنده یک شفت کامپوزیت به همراه دستگاه مختصات استوانه 3-1شود. شکل می

xهای ای که با پارامترکه به آن چسبیده است. دستگاه استوانه r   شود جهات اصلی نمایش داده می

1پارامترهای  دهد در حالی که دستگاه اصلی که بایک شفت را نشان می 2 3  شود به یک لایه بیان می

دهد و بیانگر جهات اصلی در کامپوزیت طوری چسبیده است که راستای الیاف و عمود بر الیاف را نشان می

 باشد.یک لایه کامپوزیت می

 [10داد ]توان بصورت زیر نشان روابط اصلی برای یک لایه کامپوزیت در دستگاه اصلی را می

(3-1) 
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 توان آن را بصورت خلاصه اینطور نوشتکه می

                                                 
1 Boron/epoxy 
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(3-2)     Q   

 

 محورهای دستگاه مختصات اصلی بروی یک لایه دلخواه از کامپوزیت -3-1شکل 

  

]بطوریکه  ]Q  ماتریس سختی است و معکوس آن و یا همان ماتریسS  ماتریس نرمی است. برای بدست

 کنیماز رابطه زیر استفاده می Qآوردن ماتریس 

(3-3) 
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3بطوریکه  2 1, ,E E E  هستند.  3و  2، 1به ترتیب مدول یانگ در راستاهایij  نسبت پواسون است و برابر

باشد.  iاست وقتی که تنش در راستای  iبه کرنش محوری در راستای  jنسبت کرنش عرضی در راستای 

12 13 23, ,G G G  [36هستند ] 1-2و  1-3، 2-3به ترتیب مدول برشی در صفحات. 

 شودکه بطور خلاصه می

(3-4)     S   

 یک ماتریس متقارن است پس روابط زیر در آن حاکم است Sاز آنجایی که 

(3-5) 31 13 32 2321 12

2 1 3 1 3 2

, ,
v v v vv v

E E E E E E
    

31و قرار دادن  Sبا جایگذاری رابطه بالا در ماتریس  23 32 3
, ,0 0 0v v v E     و معکوس کردن ماتریس

 آیدبصورت زیر بدست می Qحاصل، ماتریس 

(3-6) 
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2بطوریکه  2
12

1

1
E

N
E

   از آنجایی که هر یک از لایه ها دارای زاویه چرخش مربوط به خود هستند .

ت. بنابراین تر لازم اسها را به یکدیگر ربط داد یک دستگاه مختصات کلیبنابراین برای اینکه بتوان این لایه

توان بصورت زیر نشان داد ای میرا در دستگاه استوانه برای یک لایه دلخواه با زاویه الیاف  (1-3)معادله 

[10] 

(3-7) 
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 شودکه بصورت خلاصه می

(3-8)     Q   

]بطوریکه  ]Q  ماتریس سختی برای یک لایه دلخواه است که از تبدیل ماتریس[ ]Q  با استفاده از رابطه زیر

 آیدبدست می

(3-9)     
1 T

Q T Q T
 

     

 بطوریکه

(3-10)  
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 
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 و 

(3-11) cos , sinm n    

 

 

 انرژی پتانسیل و جنبشی-3-2

نمای یک شفت  3-2در ادامه انرژی جنبشی و پتانسیل شفت استخراج خواهند شد. همانطور که شکل 

 دهد، دو دستگاه مختصات وجود دارد. چرخان تغییر شکل یافته را نشان می

که یک دستگاه  x-y-zباشد و دستگاه می Oکه یک دستگاه اینرسی بوده و مبدا آن در نقطه  X-Y-Zدستگاه 

 مختصات محلی بوده و به خط محوری شفت متصل است.

 با توجه به حرکت شفت کامپوزیت فرضیات زیر در نظر گرفته شده است

 شفت چرخان دارای تکیه گاه ساده است. .1

 باشد.شفت توخالی بوده و دارای سطح مقطع حلقوی ثابت می .2
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 چرخد.( میXت )شفت با سرعت زاویه ای ثابت حول مختصه طولی شف .3

اینرسی چرخشی و اثرات ژیروسکوپی درنظر گرفته شدند در حالی که از تغییر شکل برشی صرفنظر  .4

 شده است.

 شود.دامنه بزرگ است و این امر باعث ایجاد اثر غیرخطی هندسی می .5

 استهلاک انرژی در شفت توسط میراگر ویسکوز مدلسازی شده است. .6

ها طوری باشد و چینش لایهاز لحاظ ماکروسکوپی همگن میماده در هر لایه الاستیک خطی و  .7

ایجاد  4و یا ایزوتروپ 3، ایزوتروپ عرضی2، ارتوتروپیک1تواند باشد که انواع حالات مونوکلینیکمی

 شود. 

یک نقطه دلخواه  Pدهد. نقطه یک سطح مقطع از شفت را قبل و بعد از تغییر شکل نشان می 3-3شکل 

شفت قبل و بعد از تغییر  تار خنثی(باشد که فاصله آن از خط محوری )روی سطح مقطع شفت می

های محوری، خمشی و پیچشی به ماند و موقعیت جدید آن که حاصل از تغییر شکلشکل ثابت می

P/همراه چرخش شفت است توسط بردار  OR شود. بطوریکه نقطه نشان داده میO  مرکز سطح مقطع

P/باشد. بردار جابجایی قبل از تغییر شکل می Z-Y-Xدستگاه اینرسی  شفت در OR توان بصورت را می

 [10زیر نوشت ]

 

 x-y-zنمای یک شفت تغییر شکل داده و دستگاه مختصات چرخان  -3-2شکل 

 

                                                 
1 Monoclinic 

2 Orthotropic 
3 Transversely isotropic 

4 Isotropic 
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(3-12) / / / ( )P O G O P G X Y Z y zR R R x u e ve we ye ze         

باشد و هم دستگاه چرخان بطوریکه ی در دستگاه اینرسی میهایهم دارای مختصه (12-3)بردار مکان 

, ,X Y Ze e e  بردارهای واحد در دستگاه اینرسیZ-Y-X  هستند در حالی که,y ze e  بردارهای واحد در دستگاه

 باشند.می x-y-zچرخان 

شود برای اینکه بتوان دو دستگاه مختصات را به یکدیگر مرتبط مشاهده می 3-4همانطور که در شکل 

)زوایای اویلر استفاده شده است.  3-2-1ساخت از مجموعه  , )x t ،( , )x t  و( , )x t  زوایای اویلر هستند

1 رخش حول محورهایکه به ترتیب چ ,Y Z  2وX دهند. در اینجا زاویه چرخش را نشان می( , )x t

)شامل دو بخش  , ) ( , )x t x t t   باشد، بطوریکه می( , )x tای سطح مقطع شفت به جابجایی زاویه

 ای ثابت شفت است.سرعت زاویه باشد و واسطه تغییر شکل پیچشی شفت می

 توان بصورت زیر نوشتانرژی جنبشی یک شفت کامپوزیت را می

(3-13) 2 2 2 2 2 2

0 1 1 2 2 3
0 0

1 1
. [( ) ( )]

2 2

l l

A
T R RdAdx I u v w I I dx             

 طول شفت است و  lبطوریکه 

(3-14) 2 2 4 4 4 4

0 1 1 1 2 1

1 1 1

,( ) ( ), ( )
2 4

n n n

i i i i i i i i i

i i i

I r r I r r I r r
 

     

  

         

1irو  irام و iچگالی لایه  iاست،  1ها در یک لیمینیتتعداد لایه nبطوریکه   های داخلی به ترتیب شعاع

 باشند.به ترتیب اینرسی جرمی قطری و قطبی می 2Iو  1Iجرم کل شفت و  0Iباشند. ام میiو خارجی لایه 

 شودبصورت زیر می X-Y-Zنسبت به دستگاه اینرسی  x-y-zای دستگاه چرخان سرعت زاویه

(3-15) 
( sin ) ( sin cos cos )

( cos cos sin )

x x y y z z x y

z

e e e e e

e

           

    

      

 
 

                                                 
1 Laminate 
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 ناشی از تغییر تغییر شکل Pجابجایی یک سطح مقطع دلخواه از شفت و نقطه  -3-3شکل 

 

 توان بصورت زیر نوشتناشی از خارج از مرکزیت را می eTانرژی جنبشی 

(3-16)2 2 2

0 0
0

1
[e (x) e (x)] 2 {[e (x)v e (x)w]sin [e (x)v e (x)w]cos }dx

2

l

e y z z y y zT I I           

)بطوریکه  )ye x  و( )ze x  نشان دهنده توزیع خارج از مرکزیت به ترتیب نسبت به محورy  وz  .هستند

 دهند.مجموعا انرژی جنبشی یک شفت کامپوزیت را می (16-3)و  (13-3)روابط 

ت کامپوزیت میدان جابجایی بصورت زیر فرض شده است یک شف کرنشیبرای بدست آوردن رابطه انرژی 

[10] 

(3-17) 

( , , , ) ( , )

( , , , ) ( , ) ( , )

( , , , ) ( , ) y ( , )

x

y

y

w v
u x y z t u x t z y

x x

u x y z t v x t z x t

u x y z t w x t x t





 
  

 

 

 
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 تعریف زوایای اویلر -3-4شکل 

  

y,بطوریکه  xu u  وzu  جابجایی خمشی هر یک از نقاط روی سطح مقطع شفت به ترتیب در جهاتx ،y  و

z نشان داده شده است، متغیرهای  3-3باشند. همانطور که در شکل میu ،v  وw  نشان دهنده جابجایی

زاویه چرخش حول محور شفت است که فقط ناشی از  هستند.  zو  x ،yخمشی به ترتیب در جهات 

 [10باشد. ]تغییر شکل الاستیک می

زیر  جابجایی را بصورت-رابطه خطی کرنش تغییر شکل کوچکبا در نظر گرفتن تئوری الاستیک خطی و 

 [10وشت ]توان نمی

(3-18) 
xx y z

xy x

xz x

e z y

z

y

  

 

 

  

 



  

باشد و با استفاده از قیاس کرنش طولی در امتداد تار خنثی شفت می eانحنای شفت و  بطوریکه 

 شودبصورت زیر محاسبه می x-y-zکیرشهف در دستگاه چرخان 

(3-19)( sin ) ( sin cos cos ) ( cos cos sin )x x y y z z x y ze e e e e e                               

 [37ورت زیر به جابجایی مرتبط کرد ]توان بصرا می و  اگر از تغییر شکل برشی صرفنظر شود، زوایای 
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(3-20) 

1

2 2

1

2 2 2

sin ( )
(1 )

sin ( )
(1 )

v

u v

w

u v w












  




    

  

ر کرنش را د-از آنجایی که سطح مقطع شفت بصورت حلقوی فرض شده است بهتر است که روابط تنش

 [10شود ]ای بیان کرد. برای این کار از ماتریس تبدیل زیر استفاده میمختصات استوانهدستگاه 

(3-21) 

2 2

2 2

2 2

1 0 0 0 0 0

0 0 2 0

0 0 2 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

xx xx

yy

rr zz

x xy

r yz

xr xz

n m mn

m n mn

n m

mn mn m n

m n







 

 

 

 

 

 

    
    


    
       

     
    

     
    
        

  

cosmبطوریکه    وsinn   که  نشان داده شده است. 3-5در شکل 

cosyو قرار دادن  (21-3)در رابطه  (18-3)با جایگذاری رابطه  r   وsinz r  جابجایی -روابط کرنش

 آیدای بصورت زیر بدست میدر دستگاه مختصات استوانه

(3-22) 
cos( ) sin( )

0

xx z y

x x

rr r xr

e r r

r

 

    

 

   

  



   

  

 توان بصورت زیر بیان کردکرنش را می-روابط تنش (7-3)با استفاده از معادله 

(3-23) 11 16

16 66

xx xx x

x xx x

Q Q

Q Q



 

  

  

 

 
  

 توان بصورت زیر بیان کردمیانرژی کرنشی برای یک شفت کامپوزیت را 

(3-24) 1
( )

2
s xx xx rr rr xr xr x x r r

v
U dV                      

 شودانرژی کرنشی می (24-3)در رابطه  (23-3)و  (22-3)با جایگذاری روابط 

(3-25) 2 2 2 2

11 11 66 16

1
[ ( ) 2 ]

2
s z y x xU A e D D B e         
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 دستگاه مختصات استفاده شده )الف( تعریف اجزای تنش )ب(، )ج( -3-5شکل 

 

  بطوریکه

(3-26) 

2 2 3 3

11 1611 1 16 1

1 1

4 4 4 4

11 6611 1 66 1

1 1

2
,( ) ( )

3

,( ) ( )
4 2

n n

i ii i i i

i i

n n

i ii i i i

i i

A Q r r B Q r r

D Q r r D Q r r




 

 

 

 

 

   

   

 

 
  

11A  ،11سختی طولیD  ،66سختی خمشیD  16سختی پیچشی وB پیچشی است.-ترم کوپلینگ محوری 

 

 استخراج معادلات حرکت -3-3

ت توان با بکارگیری اصل همیلتون معادلابا استفاده از انرژی جنبشی و کرنشی بدست آمده در روابط بالا، می

ای انحنا و سرعت زاویه (19-3)و  (15-3)در روابط  (20-3)  ابتدا با جایگذاری رابطهحرکت را بدست آورد. 

شود و سپس با جایگذاری روابط حاصل در روابط انرژی جنبشی و کرنشی و اعمال بسط بدست آورده می
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اصل همیلتون به روابط نهایی انرژی جنبشی و  تیلور به نتایج حاصل تا مرتبه سوم، در نهایت با اعمال

 آیند.کرنشی، معادلات حرکت  بصورت زیر بدست می

(3-27)

2 2

0 11 16

2 2

11

( 2 2 ) ( 6 2 6

2 4 2 2 2 2 2 ) ( 5

4 3

I u A v v w w v u w u u v u v w u w B u v w w v u u v w

v w u v w w w v v w v u w v v w D v u v

v u v v

    

                                  

                                 

     ( ) ( ) 2 ( )

2 ( ) 2 ( ) 2 ( )

66

2

3 5 3 4 2

2 3 ) ( 2

) (

IV IV IV

IV IV IV

u v w u w v v w w u w w u w w u v u w w

v v v u w u w u v u v w w D w v w v v w

w v I w w v v v v

  



                      

                          

             2 2 2 2 3 3

3 2 2 2 2 3 3 3 2 2 )

( (3 3p

w w v u w u w w u w w u v v u v v u

v v u v v u v v u v v u w w u w w u w w u w w u v u v w u w

I v u w v

                       

                                      

     3 3 3 3 )

) 0

w u v w v w v w u v w u v w v u w v u w v w

v w v w v w v w v w v w v w v w v w        

                             

                            

  

(3-28)

2 2 2 23 1
0 11 162 2

2 2 2 2

( 2 ) (6 6

14 4 2 2 2 6 2 2 3 4

2 2

I v cv A w v w v u v u v v w v v u u v u B w u u w u

w u u u w w v v v v w w u w u w w w w v u w

v u v

 

 

                              

                                 

      ( ) ( ) ( )

11

2 ( ) ( ) 2 2 3 ( ) ( ) 2

2

2 ) ( 8 3 2

2 2 4 4 2 3 3 7

12 9 8 3

IV IV IV

IV IV IV IV

u v u D w w v v v v w v w w v w v u v u

w v v v w v v u w v w v v u v v u v u u

u u v u u v v u v

                      

                        

           ( ) 2 2 ( )
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2 ( )

2

) ( 4 2 2

2 3 4 2 3 2 )

( 2 4 2 4

IV IV

IV

u u D w v w w w w v w v

w v w w w u w u w v w u w u w u w u

I w v w v v v w v w v v v w w

 

      

                

                               

                 

2 2 2 2

2

2 2 2

2 2 2 2 2 3 3

2 2 6 4 6

v w w v w v w w v w u v

v v u v v v v u v u v u v u w w v w v v v u u v u

v u v u v u u v u u v u

               

                                   
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(3-30) 
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پیچشی یک شفت -خمشی-خمشی-روابط بدست آمده در بالا معادلات حرکت کامل ارتعاشات محوری

د. باشد. معادلات هم دارای کوپلینگ خطی و هم غیرخطی هستنهای هندسی میکامپوزیت با غیرخطی

وجود کوپلینگ خطی به واسطه وجود ناهمسانگردی در مشخصات مواد کامپوزیت است و کوپلینگ غیرخطی 

باشد. اگر ماده همسانگرد فرض شود ضریب کوپلینگ کامپوزیت شفت می های بزرگتغییر شکلبه واسطه 

16B شود معادلات حرکت که این امر موجب می کنندشود و بقیه ضرایب هم به تناسب تغییر میحذف می

[ کاهش یابد. این موضوع بطور نسبی اعتبار 37عادلات حرکت شفت فلزی در مرجع ]شفت کامپوزیتی به م

 کند. معادلات حرکت بدست آمده در این تحقیق را تایید می

از آنجایی که شفت باریک است ضریب سختی خمشی 
11D پیچشی  و سختی

66D  در مقابل ضریب سختی

طولی 
11A  خیلی کوچک هستند پس بنابراین ضرایب غیرخطی آنها )حاصل از ضرب چند عبارت یا توان

شوند. همین کار در مورد ضریب اینرسی چرخشی آنها( حذف می
2I و ترم کوپلینگ 

16B شود. نیز انجام می

 ها و با استفاده از پارامترهای بی بعد زیر یبا اعمال این ساده ساز

(3-31)
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 آیندفرم نهایی معادلات ساده شده بی بعد بصورت زیر بدست می

(3-32) 2 2
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 آیندو شروط مرزی بصورت زیر بدست می

(3-36) 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 @ 0 &u u v v w w x x l             

پیچشی -کوپلینگ محوری 16Bفرکانس خطی طبیعی شفت است. در معادلات بالا ضریب  بطوریکه 

باشد و عبارات می
pI w   و

pI v  های ژیروسکوپی هستند که دو معادله خمشی را به یکدیگر ترم

)کنند. بعلت سادگی از این به بعد نماد بصورت خطی کوپل می شود. معادلات از معادلات حذف می (

 توان برای هر نوع شرط مرزی بکار برد. را می (35-3)تا  (3-32)

های صورت گرفته، روش تحلیلی )روش تئوری اغتشاشات در بخش بعدی( برای اعتبار سنجی به ساده سازی

اعمال شد و  (35-3)تا  (32-3)و هم به معادلات ساده شده   (30-3)تا  (27-3)هم به معادلات کامل 

های حذف شده واقعا قابل صرفنظر کردن بودند و فرم مشاهده شد که نتایج یکسان بودند در نتیجه ترم

 باشد.ی معادلات برای بررسی و تحلیل ارتعاشات کافی میساده شده

و تئوری اغتشاشات در قسمت بعد برای بررسی دینامیک شفت در نزدیکی  (35-3)-(32-3)از معادلات 

اده سازی توان سپیچشی بیشتر از این نمی-ده شده است. به علت وجود کوپلینگ محوریتشدید اولیه استفا

[ به علت نبود این کوپلینگ، معادلات 18-23انجام داد. باید به این نکته توجه داشت که در کارهای قبلی ]

شی ممحوری و پیچشی با استفاده از بعضی از فرضیات )کشیدگی یا کوتاه شدگی( بر حسب متغیرهای خ

یافتند و برای تحلیل و بررسی خمشی کاهش می-شدند و در نهایت دسته معادلات به حالت خمشیحل می

-خمشی-ها صورت نگرفته و معادلات حرکت محوریشدند، اما در این تحقیق این ساده سازیاستفاده می

 اند. پیچشی مورد استفاده قرار گرفته-خمشی
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 4فصل 

 چندگانههای مقیاسروش 
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 های چندگانهروش مقیاس-4

باشد. در این روش، متغیر مستقل [ یک روش قوی از تئوری اغتشاشات می38های چندگانه ]روش مقیاس

t شود، به چند متغیر مستقل جدید تقسیم می
0 1, ,...T T  اگرچه این متغیرهای جدید کاملا مستقل نبوده ،

ورت متغیرهای به یکدیگر مرتبط ساخت اما در فرآیند حل بص 1توان آنها را توسط پارامتر ساماندهیو می

های چندگانه برای تحلیل ارتعاشات اجباری یک شفت شود. در اینجا روش مقیاسمستقل با آنها رفتار می

های چندگانه، معادلات حرکت با مشتقات جزئی کامپوزیت استفاده شده است. قبل از اعمال روش مقیاس

ل روش گلرکین با انتخاب شک باید توسط یک روش مناسب گسسته شوند. در این تحقیق معادلات توسط

[ اگر تحریک در نزدیکی یکی 39اند. در ارتعاشات غیرخطی معمول است که ]مودهای مناسب گسسته شده

از مودها تنظیم شود و این در تشدید داخلی دخالت نداشته باشد، آنگاه مودهای دیگر طی گذر زمان از بین 

اسخ حالت ماندگار مناسب خواهد بود. اگرچه تحریک روند و گسسته سازی توسط یک مود برای تحلیل پمی

)سرعت چرخش( در همسایگی مود اول تنظیم شده است و این مود با مودهای دیگر در تشدید داخلی 

باشد. شود، اما نشان داده خواهد شد که گسسته سازی توسط یک مود در این تحقیق کافی نمیدرگیر نمی

د و هم توسط دو مود انجام شده است و برای بررسی اثر همگرایی در اینجا گسسته سازی هم توسط یک مو

بیه ( شنتایج آورده نشده استتعداد مودها در پاسخ گسسته سازی توسط سه مود هم صورت گرفته است.) 

دهد که نتایج )حل پاسخ حالت ماندگار( سازی عددی در گسسته سازی توسط سه مود و دو مود نشان می

باشد. بنابراین این تحلیل بروی روش گسسته سازی دو مود در این مساله کافی مییکسان بوده و گسسته 

 سازی توسط یک مود و دو مود تمرکز دارد.

 

 تشدید اصلی با گسسته سازی توسط یک مود-4-1

 شوندبرای استفاده از روش گلرکین با یک مود پارامترهای وابسته بصورت زیر تعریف می

(4-1) 
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1 Bookkeeping parameters 
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,بطوریکه  ,    و  لت خطی در حا (35-3)-(32-3)شکل مودهای بدست آمده از حل معادلات حرکت

 شماره مود است. nباشند. بصورت زیر می (36-3)با توجه به شرایط مرزی در 

(4-2) 
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و ضرب هر یک از معادلات با شکل مود متناظر  (35-3)-(32-3)در معادلات  (1-4)با جایگذاری رابطه 

[ در نهایت معادلات حرکت گسسته شده بصورت زیر بدست 04] 1و بکارگیری رابطه تعامد مودهاخودش 

 آیندمی

(4-3) 
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2 4 2 4 2
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( ) ( ) W( ) ( ) A ( ) ( ) 0

2 2

d
A V t U t A t U t U t U t

dt
       

(4-4) 
2 4 4 2 3 4 4

11 11 11 11

2
2 2 2

2 12

3 3 3
W( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 2 4

W( ) ( ) ( ) cos( ) sin( ) 0p

A t V t A V t U t A V t D V t

d d d
I t V t c V t e t e t

dt dt dt

   



   

        

  

(4-5) 
2 4 4 2 3 4 4

11 11 11 11

2
2 2 2

1 22

3 3 3
( ) W( ) W( ) ( ) W( ) W( )

4 2 4

V( ) W( ) W( ) cos( ) sin( ) 0p

A V t t A t U t A t D t

d d d
I t t c t e t e t

dt dt dt

   



   

        

  

(4-6) 
2

5 2

66 66 2

3
( ) W( ) ( ) ( ) ( ) 0

2

d
D V t t U t D t t

dt
       

1بطوریکه 

1
0
[ 2 e (x)sin( x)]dxye    1و

2
0
[ 2 e (x) s in ( x) ] dxze   در اینجا تحلیل برای مود اول .

 باشد.انجام شده است، اگرچه برای مودهای دیگر هم روش به همین صورت می

 های چندگانه را اعمال کردشوند تا بتوان روش مقیاسمتغیرهای وابسته بصورت زیر بسط داده میحالا 

(4-7) 

2 3
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  

  

     

  
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1 Orthogonality relation 
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بطوریکه 
0 1,T t T t   2و

2T t های مختلف هستند و مقیاس  پارامتر بی بعد کوپک( 1)  

)و پارامترهایی نامیزانی  cباشد. میرایی ساماندهی می 1,2)je j   2بصورتc  3و

je  شوند تا اثر مقیاس می

 آنها با اثرات غیرخطی مرتبه سه بالانس شود.

با استفاده از قانون مشتقات زنجیری، مشتق برحسب عبارات 
0T ،

1T  و
2T شودبصورت زیر می 

(4-8) 
2

0 1 2

2 2 2 2

0 0 1 1 0 22
2 2

D D D
t

D D D D D D
t

 

  


  




   



  

),که  0,1,2)n

n

D n
T


 


و جدا کردن  (6-4)-(3-4)ر معادلات د (8-4)و  (7-4). با جایگذاری روابط 

 آیند.بصورت زیر بدست می ، معادلات با مراتب مختلف های یکسان ضرایب با توان

(4-9) 
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(4-10) 
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

 
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1 0 1 2

2 2
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
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 
  

 

 
  

   
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(4-11)
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P
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0
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2
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T


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

 
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  


 


0 1 2

2 2 2
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1 0 2 01

, , )]

( , , ) 2 ( , , ) 2 ( , , )

T T

T T T T T T T T T
T T T TT

  



  
 

   

  

 توان بصورت زیر فرض کردرا می (9-4)حل عمومی معادله 

(4-12) 

0 0 0 0

0 0 0 0

0

1 0 1 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2
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   

   
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

 



 

  

که 
1 2( , )iF T T ،

1 1 2( , )G T T  و
1 1 2( , )H T T ،( 1,2)i  ند. شوتوابع مختلطی هستند که در مرتبه سوم تعیین می

f  و
b های خطی طبیعی پیش گشت و پس گشت متناظر با مودهای خمشی هستند. شکل فرکانس
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پاسخ به علت وجود ترم ژیروسکوپی است. همچنین 
u  و های خطی طبیعی متناظر با مودهای فرکانس

 شوندپیچشی هستند و بصورت زیر محاسبه می-محوری

(4-13) 
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 آیندهستند که بصورت زیر بدست میضرایبی  و  که 

(4-14) 
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 آیدبدست می (10-4)در  (12-4)با جایگذاری رابطه 
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(4-15) 
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دهد هیچ نشان می (15-4)ی مربوط به عبارتهای مزدوج مختلط است. همانطور که معادله ccبطوریکه 

 دهدنتیجه می (15-4)در این مرتبه وجود ندارد، بنابراین حل غیر همگن معادلات  1عبارت غیر سکولاری

(4-16) 
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کنند باید حذف شوند. برای بدست برای ارضای شرایط حل پذیری عباراتی که عبارت سکولار ایجاد می

 [37شود ]بصورت زیر فرض می (15-4)آوردن شرایط حل پذیری پاسخ دو معادله اول در رابطه 
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  در دو طرف رابطه حاصل

 آیندروابط زیر بدست می
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1 secular terms -Non 
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دهند که تنها در صورتی جواب دو دستگاه معادلات جبری را تشکیل می (18-4)معادلات موجود در روابط 

 دارند که شرط زیر برقرار باشد
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 آیدبنابراین شرایط حل پذیری برای مرتبه دوم بصورت زیر بدست می

(4-20) 
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        

        


       




       



  

دهد که نشان می  (20-4)شرایط رابطه 
1 1 2( , )F T T  و

2 1 2( , )F T T  باید تنها تابعی از
2T  باشند. برای ارضای

شوند. چون این های سکولار آنها مستقیما حذف میترم (15-4)شرایط مرزی مربوط به دو معادله آخر در 

 آینددو معادله با یکدیگر کوپل نیستند و در نهایت شرایط بصورت زیر بدست می

(4-21) 
1 1 2

1

1 1 2

1

( , ) 0

( , ) 0

H T T
T

G T T
T











  

کند که باز هم شرایط حل پذیری ایجاب می
1 1 2( , )H T T  و

1 1 2( , )G T T  تنها تابعی از
2T  باشند. در نهایت

 توان نوشترا بصورت زیر می (12-4)رابطه 

(4-22) 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0

0

1 0 2 1 2 2 2 1 2 2 2

1 0 2 1 2 2 2 1 2 2 2

1 0 2 1 2 1 2

1 0 2 1 2

( , ) ( )e ( )e ( )e ( )e

( , ) ( )e ( )e ( )e ( )e

1 1
( , ) ( )e ( )e

2 2

1
( , ) ( )e

2

f b f b

f b f b

u u

T i T i T i T i

T i T i T i T i

T i T i

T i

V T T F T F T F T F T

W T T iF T iF T iF T iF T

U T T H T H T

T T G T 

   

   

 



   



 

 





   

   

 

  0

1 2

1
( )e

2

T i
G T 
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شود تا شرایط حل پذیری بدست بیایند. برای اینکه نشان داده در مرتبه سوم همانند مرتبه دوم عمل می

 شود، بصورت زیر تعریف می، 1شود که فرکانس تحریک نزدیک فرکانس طبیعی است یک پارامتر نامیزانی

(4-23) 2

f      

به علت وجود کوپلینگ ناشی از ترم ژیروسکوپی  (11-4)دوباره شرایط حل پذیری برای دو معادله اول رابطه 

 شودآید. بنابراین فرض میاز طریق یک دستگاه معادلات بدست می

(4-24) 
0 0

0 0

3 0 1 2 11 1 2 12 1 2

3 0 1 2 21 1 2 22 1 2

( , , ) ( , ) ( , )

( , , ) ( , ) ( , )

f b

f b

i T i T

i T i T

V T T T P T T e P T T e

W T T T P T T e P T T e

 

 

 

 
  

0fiو فاکتورگیری از عبارات  (11-4)در  (24-4)-(22-4)، (16-4)با جایگذاری روابط  T
e

  0وbi T
e

  در دو

 شودطرف رابطه حاصل، روابط زیر حاصل می

(4-25)

0

02

4 2 2

11 11 1 2 21 1 2

4 2 2 2

11 1 2 2 2 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2

1 2 1 2 1 2

2

4

11

[( ) ( , ) ( , )]

9 3 9 3 3
[ ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))

2 2 4 4 4

1
i( 2 I ) ( ) ( ) ( ) ]

2

[(

f

f

i T

f p f

i Ti T

f p f

b

D P T T iI P T T e

A F T F T F T F T F T F T H T H T

d
F T ic F T ie e e e

dT

D





   

  

   

 

   

     

      

 0

0

2 2

12 1 2 22 1 2

4 2 2 2

11 1 2 2 2 1 2 2 2 2 2

2

2 2 1 2 1 2 2 2 2 2

2

2 4 2

11 1 2 11 21 1

) ( , ) ( , )]

9 3 9 3
[ ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 4 4

3
( ) ( ) ( )) i( 2 I ) ( ) ( )]

4

[ ( , ) ( ) (

b

b

i T

p b

i T

b p b

p f f

P T T iI P T T e

A F T F T F T F T F T

d
F T H T H T F T ic F T e

dT

iI P T T D P T





 

  

   

   

  

    

    

    0

02

2

4 2 3 2

11 1 2 2 2 2 2 1 2 1 2 1 2

2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2

2 4 2

12 1 2 11 22 1 2

, )]

9 3 9 3
[ ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 4 4

3 1
(2 I ) ( ) ( ) ( ) ( )) ( ) ]

4 2

[ ( , ) ( ) ( , )]

f

f

i T

f

i Ti T

f p

p b b

T e

A i F T F T F T F T F T c F T

d
F T F T H T H T e ie e e

dT

iI P T T D P T T e





     

  

   



     

     

    0

0

4 2 3 2

11 1 2 2 2 1 2 2 2 2 2

2

2 2 1 2 1 2 2 2 2 2

2

9 3 9 3
[ ( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 4 4

3
( ) ( ) ( )) (2 I ) ( ) ( )]

4

b

b

i T

i T

f p b

A i F T F T F T F T F T

d
F T H T H T F T c F T e

dT





     

   



    

   

  

 آیندشرایط حل پذیری بصورت زیر بدست می

                                                 
1 Detuning parameters 
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(4-26)

2

4 2 2 2

11 1 2 2 2 2 2 1 2 1 2

4 2

11
2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2

4 2 3

11 1 2 2 2 2 2

2

9 3 9 3
( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 4 4
( )

3 1
( ) ( ) ( )) i( 2 I ) ( ) ( ) ( )

4 2

9 3 9 3
( ( ) ( ) ( ) ( ) (

2 2 4 4

f
i T

f p f

p f

A F T F T F T F T F T

D
d

F T H T H T F T ic F T ie e e
dT

A i F T F T F T

iI



  

 

   

    

 

    



       

   

 

2

1 2 1 2

2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2

4 2 2 2

11 1 2 2 2 1 2 2 2 2 2

4 2

11
2

2 2 1 2 1 2 2 2 2 2

2

0

) ( ) ( )

3
( ) ( ) ( )) (2 I ) ( ) ( )

4

9 3 9 3
( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 4 4
( )

3
( ) ( ) ( )) i( 2 I ) ( ) ( )

4

f p f

b

b p b

F T F T

d
F T H T H T F T c F T

dT

A F T F T F T F T F T

D
d

F T H T H T F T ic F T
dT

   

  

 

   





   

    



      22

1 2

4 2 3 2

11 1 2 2 2 1 2 2 2 2 2

2

2

2 2 1 2 1 2 2 2 2 2

2

1
( )

2
0

9 3 9 3
( ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 4 4

3
( ) ( ) ( )) (2 I ) ( ) ( )

4

i T

p b

f p b

e ie e

A i F T F T F T F T F T

iI
d

F T H T H T F T c F T
dT



     

 

   

 



    

 

   

  

 توان بصورت زیر آن را بازنویسی کردکه در نهایت می

(4-27)
 

   2

2

1 1 2 2 2 2 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2

4 3 2 2

11 1

2

2 2 2 1 2 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1 2 1

1 1

2 2 4 2

1 1 1

2

11 2

( ) ( ) ( ) ( )

1 / 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (

e

) ( ) ( )

p

i T

p

i F T F T F T i F T F T i F T H T H T D F T

F T

i F T F T

D I

F

c

I D

T i F T F T i F T H T H

e i

T

e


     

   

   

 

      





  

 







 

 2

2 2 2 2

2 4 3

2 11 2 2 22

( )

( ) 0pI

D F T

D F Tc        





 



  

,بطوریکه  , , , ( 1,2)i i i i i     برای دو معادله اند. ضرایبی هستند که در پیوست بطور کامل آورده شده

های سکولار و حذف ترم (22-4) و (16-4)باز هم شرایط حل پذیری از طریق جایگذاری روابط  (11-4)آخر 

 آیندبه طور مستقیم بدست می

(4-28) 2 2 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 3 2 1 2

4 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

( ) 0

F T F T H T F T F T H T i D H T

i D G T





    

 
  

 بطوریکه 

(4-29)    2 4 2 4

11 11

3 3

2
1

2
1 A A         

صفر است. پس  1Gشود که پاسخ حالت ماندگار متناظر با مشاهده می  (28-4)از معادله دوم در رابطه 

بنابراین توابع مقدار مختلط 
1 2 2 2( ), ( )F T F T  و

1 2( )H T شوندبصورت قطبی زیر فرض می 

(4-30) 1 2 2 2 1 2( ) ( ) ( )

1 2 1 2 2 2 2 2 1 2 1 2

1 1 1
( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( )

2 2 2
f f hi T i T i T

f f hF T a T e F T a T e H T a T e
  

    
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که مقادیر حقیقی 
2( )ia T  و

2( )i T ،( 1, 2, 1)i f f h  به ترتیب دامنه و زاویه فاز پاسخ هستند. با جایگذاری

های حقیقی و موهومی، و جدا کردن قسمت (28-4)و معادله اول رابطه  (27-4)در رابطه  (30-4)رابطه 

 آیندمعادلات زیر بدست می

(4-31) 

 

     

 

     

4 2 2 3

11 1 1 1 1 1 1

2 2 2 4

2 1 1 1 1 1 11

2 2 2

1 1 2 1 1 1 1 1

2 2 2 4

1 1 1 2 1 1

2

11

1 1

2 2

1
sin cos

2

1
4

8

sin cos
1

2

p f f

p

f f h f

p

D I ca a

e e I D

a a a a

e e I

D

D

    

     



     

     

     

      

     

  

 

 2

2

2

2 3 2

2 2 1 2 2 2 2 1 2 2

4 3 2 2

2 2 2 11 2 2 2

2 2

2 1 1 1 3 1 1

3 1

1 1 1 1

8 8 8 2
0

1 1
0

2 2

1 1 1
0

8 8 2

1
0

2

f f f f h f

f f p

f h f h h h

h

a a a a a a

a ca D I

a a a

a

D

D

D

a a



    

 



       

      

    

 

  

که 
1 2 ,( 1,2)i iT i     (31-4). برای تحلیل و بررسی پاسخ حالت ماندگار، مشتقات زمانی در  رابطه 

شود شوند که موجب میبرابر صفر قرار داده می
2 2( ) 0fa T   و

1 2( ) 0ha T   که بدین معنی است که نیروی

وند. شاین مرحله حذف می کند؛ بنابراین درنابالانسی، مودهای محوری و لرزشی پس گشت را تحریک نمی

با جایگذاری 
2 2( ) 0fa T   و

1 2( ) 0ha T   و حذف  (31-4)در معادلات  باقی مانده رابطه بین معادلات

 آیدنهایی زیر بدست می

(4-32)  
2

6 4 2 4 2 2 4

1 1 2 1 3 1 1

2

1 11

1

4
f f f pta a a I De              

 بطوریکه 
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(4-33) 

2

1 1

2 1 1

2 6 2 2 4 2 4 2 5 2 2 8 2 2 2

3 1 1 11 1 11 1

2 6 3 2

2 2

1 2
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11 1 1 1

1

64

1

8

1 1 1 1

4 2 2 4

1 1 1

2 4 4

p

p p

t

c c D c I c D

c D I

e

I

e e

c



 

           

    

 

  

     

  









  

ی تحلیلی است که تغییرات دامنه را بر حسب تغییرات پارامترهای دیگر در واقع یک رابطه (32-4)رابطه 

 کند. مثل پارامتر نامیزانی، ضریب میرایی و پارامترهای دیگر بیان می

 

 توسط دو مود تشدید اصلی با گسسته سازی -4-2

شود با این تفاوت که مثل بخش قبل به معادلات حاکم اعمال میهای چندگانه در این بخش روش مقیاس

گیرد، پس بنابراین فرآیند اصلی مشابه بخش قبل در این بخش گسسته سازی توسط دو مود صورت می

 است.

 آیدو بسط دادن برای دو مود بدست می (2-4)و  (1-4)با استفاده از روابط 

(4-34) 

( , ) 1( ) 2 sin( ) 2( ) 2 sin(2 )

v( , ) 1( ) 2 sin( ) 2( ) 2 sin(2 )

w( , ) 1( ) 2 sin( ) 2( ) 2 sin(2 )

( , ) 1( ) 2 cos( ) 2( ) 2 cos(2 )

u x t U t x U t x

x t V t x V t x

x t W t x W t x

x t t x t x

 

 

 

    

 

 

 

 

  

 آیندگسسته شده زیر بدست میو رابطه تعامد مودها، معادلات  (34-4)باز هم با استفاده از رابطه 

(4-35) 

             

                

              
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3 3 2

16 112

24 4 4

2 2 24 4 4

32
1 2 2 1 2 2 1 2 1

3

8 1 2 2 8 1 2 2 4 2 1

3 3
1 1 4 2 1 1 1 ] 0
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2 2

d
U t B t A V t V t W t W t U t
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V t V t U t W t W t U t V t U t

V t U t W t U t W t U t

   

  

  

    

  

  
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              

            

               
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16 112
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2 1 [4 1 2 8 1 2 1

3

1
24 2 2 4 1 2 2 1

2

1
8 1 2 1 2 1 4 2 24 2 2 ] 0

2

d
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dt

W t U t V t U t V t

V t V t U t W t U t V t U t

  

  

   

   

  

   

  

(4-36)
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                  

              

       
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و جدا کردن ضریب با  (38-4)-(35-4)( برای روابط  (8-4)و با استفاده از مشتق زنجیری ) یعنی رابطه 

 آیندمعادلات در مراتب مختلف بصورت زیر بدست می توان یکسان 
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 توان به صورت زیر فرض کردرا می (40-4)حل عمومی رابطه 

(4-43) 
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کوپل شده است و برعکس.  با پاسخ مود دوم  Uباید به این نکته توجه شود که پاسخ مود اول 

2 2 2( ), ( ), ( )i i iF T Y T H T  و
2(i 1, 2), ( )iG T شوند. توابع مختلطی هستند که در مرتبه سوم تعیین می

f  و
b 2های طبیعی خطی پیش گشت و پس گشت هستند و به ترتیب فرکانس 1 1, ,u u    2و 

 به ترتیب برای مود اول و دوم هستند. بنابراین و  Uهای طبیعی خطی متناظر با جهات فرکانس 

(4-44) 
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, , , ,      و (43-4)اند. با جایگذاری رابطه ضرایبی هستند که در پیوست به طور کامل آورده شده 

های و حل معادله غیرهمگن پاسخ (41-4)در رابطه 
2 0 2 2 0 2 2 0 2 2 0 22 ( , ), 1 ( , ) , 2 ( , ) , 1 ( , )V T T V T T U T T U T T

2 0 2 2 0 2 2 0 21 ( , ) , 2 ( , ) , 1 ( , )T T W T T W T T و
2 0 22 ( , )T T آیند که شرح کامل آنها در پیوست آورده بدست می

 شده است.

باشد تنها با این تفاوت که در روش بدست آوردن شرایط حل پذیری در این مرحله همانند بخش قبلی می

ها دوبرابر شده است. باز هم برای نمایش این بخش به علت وجود دو مود در گسسته سازی تعداد عملیات

استفاده شده است. روابط زیر برای بدست  (23-4)نزدیکی فرکانس تحریک به فرکانس طبیعی از رابطه 

 برای مود اول و دوم فرض شده است.  wو  vآوردن یک دستگاه معادلات و محاسبه شرایط حل پذیری برای 
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دست آمده در رابطه های حاصل از حل غیر همگن بو پاسخ (45-4)، (43-4)، (23-4)با جایگذاری رابطه 
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 آیدین طریق شرایط حل پذیری برای مود دوم بصورت زیر بدست میاز هم

(4-47)
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,که  , , , , , , ,i i i i i i i i i

j j j j j j j j j         ،( 1, 2), ( , )i j v w   ضرایبی هستند که به علت حجم بالای

ها را نشان داد در نتیجه فرم عددی آنها مربوط به مثال بررسی شده در توان به صورت تحلیلی آنآنها نمی

، شرایط حل پذیری از طریق جایگذاری و  Uآورده شده است. برای دو معادله حرکت متناظر با  5بخش 

و دنبال کردن روش استفاده شده در بالا بصورت زیر  (42-4)و پاسخ مرتبه دوم در رابطه  (43-4)رابطه 

 آیدبرای مود اول بدست می
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 و برای مود دوم
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بطوریکه مقادیر حقیقی 
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های حقیقی و موهومی، و جدا کردن قسمت (49-4)-(46-4)در روابط  (50-4)د. با جایگذاری رابطه هستن

 شوندروابط زیر حاصل می

(4-51) 

     

      

1

2

2 1 2 2 2

2

3 4 2 2

1 1 1 11 1 1

2 2 2 4

1 2 1 1 1 1 11

1 1 1 1 1

1 1 2 2 1

2 2 2

2

1 1 1 1

2 1 1

2 2 2 4

1 1 11 1

2

1

1 1

1

2

2

]

1

4

[

sin cos

[4 4

]

sin cos

fv

v

f p

y

g

p

f v v v f y v v g

v v h v f v h

p

w

a ca DD I

e e I D

a a a a a

a a a a

I D e e

a

D

D

    

     

 

     

    

     

        

     

  



  





3 4 2 2

2 2 2 11 2 2 ][ 0f f pca D I          
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(4-52) 
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که 
2( 1,2), i ii T    آید. و برای مود دوم بدست می 
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(4-54) 

2 2 2 2

1 1 2 1 2 1

1

1 1 1

2 2 2 2 2

2 1

2

2

2 1

2 1 2 1 2 2

2 2 2

2 2

1

2

1

2

1
[ 0

4

0

1

]

0

][ 0
4

ug u g

u

g

y u y u f f u g

g

g y y f f g

g

D

D

D

a a a a a a

a

a a a a a a

aD

   







       



      





 



  

 شوداست که موجب می صفر شده (54-4)-(51-4)برای پاسخ حالت ماندگار مشتقات زمانی در 
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(4-55) 2 1 2 1 2 1 2 0f y y g g h ha a a a a a a        

بین روابط باقی مانده در نهایت بدست  و حذف  (54-4)-(51-4)در روابط  (55-4)با جایگذاری رابطه 

 آیدمی

(4-56)  6 4 2 2

1 1 2 1

2
4 2 2 4

113 1 11

1

4
f f f t pe Ia Da a            

 بطوریکه

(4-57) 
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
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 شود که تحریک درشود. در ابتدا فرض میدر این قسمت توضیحی در مورد تاثیر مود دوم در پاسخ ارائه می

همسایگی مود اول تنظیم شده است و یا به عبارت دیگر فقط مود اول با تحریک خارجی مستقیما تحریک 

ی دیگر مودها تاثیری ندارد، بنابراین پاسخ خطی مود شود. در نتیجه تحریک خارجی بطور مستقیم برومی

شود که این امر به شوند ولی در عین حال پاسخ مرتبه دوم صفر نمیدوم )حل مرتبه اول( تماما صفر می

باشد. بنابراین های غیرخطی در سمت راست معادله غیر همگن مرتبه دوم از مود دوم میدلیل وجود ترم

شود ولی عبارات آن باید تا اگرچه پاسخ خطی مرتبه اول در مود دوم صفر می کند کهاین امر ثابت می

 آخرین مراحل حل باقی بمانند.
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 5فصل 

 های عددیمثال
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  های عددیمثال -5

های عددی برای بررسی ارتعاشات اجباری شفت کامپوزیت با پارامترهای بی بعد زیر مورد در این بخش مثال

 گیرند.تحلیل قرار می

(5-1) 2 66 11

11 16

0.000657 0.000328 0.0224 0.101

307.754 0.00105 0.05

pI I D D

A B c

   

   
  

90]6لایه چینی بصورت  / 45 / 45 / 0 / 90 ] شود. با باشد که از لایه داخلی شفت توخالی شروع میمی

 آید.بدست می (56-4)در رابطه  (57-4)و معادله  (1-5)جایگذاری پارامترهای 

(5-2) 6 4 2

1

2

1 1

206 (937446.5 786.524 0.164 0.0001) 0.413f f f ta a a e     

 آیدو برای حالت گسسته سازی توسط یک مود بدست می

(5-3) 6 4

1 1 1

2 2 22109255.490 1179.786 (0.164 0.4130.0001)f f f ta a ea     

( برای گسسته سازی توسط یک مود و دو مود هستند. 1فرکانس )نمودار انشعاب-عبارات رابطه دامنهاین 

 دهند.این روابط به روشنی تفاوت بین دو روش گسسته سازی را نشان می

 

 های مختلف و گسسته سازی تک مودمنحنی پاسخ فرکانسی برای خارج از مرکزیت -5-1شکل 

                                                 
1 Bifurcation 
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 های مختلف و گسسته سازی دو مودفرکانسی برای خارج از مرکزیتمنحنی پاسخ  -5-2شکل 

 

 

 مقایسه ای بین منحنی پاسخ فرکانسی برای گسسته سازی تک مود و دو مود -5-3شکل 
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منحنی پاسخ فرکانسی برای یک شفت کامپوزیت را با گسسته سازی تک مود و دو مود  5-2و  5-1شکل 

 5-1اند. همانطور که شکل مقادیر مختلف خارج از مرکزیت رسم شده دهد. این نمودارها بر اساسنشان می

اند. که این امر بدین معنی ها در نزدیکی قله به سمت راست خمیده شدهدهند، منحنینشان می 5-2و 

برای بعضی  یک پاسخ و برای بعضی مقادیر باشد. می 1سخت شوندهاست که در اینجا غیر خطی از نوع 

شعاب افت و پدیده انمقادیر دیگر سه پاسخ وجود دارد که یکی از آنها ناپایدار است. بنابراین پرش اتفاق می

شود که برای مقادیر کوچک خارج از مرکزیت تمامی شاخه های پاسخ دهد. علاوه بر این مشاهده میرخ می

 شوند. در اینکند و شاخه های ناپایدار پدیدار میپایدار هستند. با افزایش خارج از مرکزیت دامنه رشد می

ها برای اعتبار سنجی به پاسخ حاصل از تئوری اغتشاشات برای گسسته سازی توسط یک مود و دو شکل

شود که نتایج حاصل از دو روش تطبیق دارند مود از شبیه سازی عددی استفاده شده است. مشاهده می

 باشند. نتایج حاصل از تئوری اغتشاشات معتبر میتوان نتیجه گرفت که بنابراین می

 

 دامنه بر حسب خارج از مرکزیت کلی برای گسسته سازی تک مود -5-4شکل 

 

های پاسخ فرکانسی حاصل از گسسته سازی توسط یک مود و دو مود را ای بین منحنیمقایسه 5-3شکل 

ها شود. از شکلر نزدیکی قله مشاهده میای بین دو منحنی مخصوصا ددهد که تفاوت قابل توجهنشان می

                                                 
1 hardening 
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های مختلفی واضح است که مقدار بیشینه برای هر دو حالت تقریبا یکسان است ولی این بیشینه در فرکانس

0.2ها مهم هستند، بطور مثال برای شوند. این تفاوتها با افزایش دامنه بیشتر میدهد. این تفاوترخ می  

کند در صورتی که پاسخ دو مود یک شاخه پایدار را پیش خ یک مود دو جواب پایدار را پیش بینی میپاس

 کند. بینی می

 

 دامنه بر حسب خارج از مرکزیت کلی برای گسسته سازی دو مود -5-5شکل 

تری دارد در حالی که غیرخطی گسسته دهد که گسسته سازی یک مود غیرخطی سختها نشان میشکل

تر است. نتایج حاضر جالب است، اگرچه تحریک )یعنی سرعت چرخش( در همسایگی مود سازی دو مود نرم

 حاضر شود، نتایجاول خمشی تنظیم شده است و این مود با مودهای دیگر در تشدید داخلی درگیر نمی

باشد. این امر با ایده معمول در ارتعاشات غیر دهند که گسسته سازی توسط یک مود کافی نمینشان می

گوید اگر تحریک در همسایگی یک مود تنظیم شود و این مود در تشدید [ در تناقض است که می29خطی ]

سته سازی توسط یک مود برای روند و گسداخلی درگیر نشود بنابراین بقیه مودها با گذر زمان از بین می

های مرتبه دوم است. در گسسته باشد. در اینجا دلیل این امر وجود غیر خطیپاسخ حالت ماندگار کافی می

شوند. بنابراین تاثیر آنها در های غیرخطی مرتبه دو در مود اول عمود بوده و حذف میسازی، بعضی از ترم

تفاده از گسسته سازی توسط دو مود اثرات این عبارات در پاسخ شود. از طرف دیگر با اسپاسخ مشاهده نمی

 شوند. لحاظ می

نشان دهنده دامنه بر حسب توزیع کلی خارج از مرکزیت به ترتیب برای گسسته  5-5و  5-4های شکل

پدیده پرش رخ  یر باشد. برای بعضی مقادمی سازی توسط یک مود و دو مود به ازای مقادیر مختلف 
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و یک بازه مشخص از  دهد. برای بعضی مقادیر می
te باشد که یکی از آنها منحنی شامل سه قسمت می

0.3وقتی  5-5ناپایدار است. برای مثال در شکل    0.00082است برایte   منحنی دارای سه قسمت

 

 خارج از مرکزیت برای گسسته سازی تک مود و دو مود-های دامنهمقایسه بین منحنی -5-6شکل 

 

 

 دامنه بر حسب میرایی خارجی برای گسسته سازی تک مود -5-7شکل 
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0.00082teاست و برای    انجام  5-5و  5-4های ای بین شکلمقایسه 5-6منحنی یک قسمت دارد. شکل

دهد با افزایش خارج از مرکزیت تفاوت بین گسسته سازی تک مود و دهد. همانطور که شکل نشان میمی

 شود.دو مود هم زیاد می

نشان دهنده تغییرات دامنه بر حسب ضریب میرایی هستند. باز هم برای بعضی از  5-8و  5-7های شکل

0.1وقتی  5-8شود. برای مثال در شکل منحنی چند مقداری می مقادیر     باشد برای تمامی مقادیر

c 0.3، منحنی تک مقداری است ولی وقتی   0.1198برایc   منحنی شامل سه قسمت است که یکی

0.1198cاز آنها ناپایدار است و برای   های   منحنی باز هم تک مقداری است. باید توجه داشت که شکل

ای بین این دو مقایسه 5-9و شکل  به ترتیب برای گسسته سازی یک مود و دو مود هستند 5-8و  7-5

دهد که دو روش گسسته سازی برای مقادیر مختلف ضریب میرایی هم نشان می 5-8باشد. شکل نتیجه می 

 شوند.های بزرگی میموجب تفاوت

 

 دامنه بر حسب میرایی خارجی برای گسسته سازی دو مود -5-8شکل 
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 برای گسسته سازی یک مود و دو مودمیرایی -مقایسه بین منحنی دامنه -5-9شکل 

 

 -5-10شکل 
bifurcation بر حسب ضریب میرایی برای گسسته سازی یک مود 

 

دهد، بهتر است که نمودار مکان هندسی نقاط انشعاب بر حسب ضریب از آنجایی که پدیده انشعاب رخ می

اب با میرایی و خارج از مرکزیت رسم شود. در اینجا نقاط انشع
bifurcation شوند که نشان دهنده بیان می

 (، نقطه انشعاب5-2و  5-1های دهد )یعنی فاصله از مبدا در شکلمختصاتی است که انشعاب در آن رخ می
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 -5-11شکل 
bifurcation مود ب ضریب میرایی برای گسسته سازی دوبر حس 

 

ی نشان دهنده 5-11و  5-10های باشد. شکلاول، نقطه زینی پایین و نقطه انشعاب دوم نقطه زینی بالا می

مکان هندسی نقطه انشعاب بر حسب ضریب میرایی برای گسسته سازی توسط یک مود و دو مود هستند. 

 ی یرایی ثابت است ولدهند نقطه انشعاب زینی اول تقریبا با تغییرات مهمانطور که این اشکال نشان می

 

مقایسه ای بین نمودار  -5-12شکل 
bifurcation بر حسب میرایی برای گسسته سازی تک مود و دو مود 
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مقایسه ای بین این دو نتیجه است. باز هم تفاوت بین دو روش  5-12تغییرات نقطه دوم زیاد است. شکل 

 گسسته سازی قابل توجه است.

نشان دهنده مکان هندسی نقاط انشعاب بر حسب توزیع خارج از مرکزیت کلی  5-14و  5-13اشکال 

کنند، های قبلی هر دو نقطه انشعاب اول و دوم با تغییرات خارج از مرکزیت تغییر میهستند. بر خلاف شکل

شود که هرچند که تغییرات نقطه انشعاب دوم بیشتر است. علاوه بر این مشاهده می
bifurcation  با افزایش

te 

که نشان دهنده افزایش  5-11 5-10های یابد بر خلاف شکلکاهش می
bifurcation  بر حسب افزایشc 

است که خطای زیادی را در استفاده  5-14و  5-13نشان دهنده مقایسه بین اشکال  5-15هستند. شکل 

 دهد.از گسسته سازی توسط یک مود نشان می

منحنی پاسخ فرکانسی را برای مقادیر ثابت خارج از مرکزیت و مقادیر مختلف زاویه الیاف برای  5-16شکل 

دهد که برای سه زاویه الیاف ارائه شده در د.  این شکل نشان میدهگسسته سازی توسط دو مود نشان می

اینجا نمودار انشعاب تغیرات چندانی ندارد. اگرچه اگر زاویه الیاف نسبت به مختصه محوری شفت افزایش 

 تری دارد.یابد سیستم پاسخ نرم

 

 -5-13شکل 
bifurcation  سازی تک مودبر حسب خارج از مرکزیت کلی؛ گسسته 
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 -5-14شکل 
bifurcation بر حسب خارج از مرکزیت کلی؛ گسسته سازی دو مود 

 

مقایسه ای بین گسسته سازی یک مود و دو مود برای منحنی  -5-15شکل 
bifurcation بر حسب خراج از مرکزیت کلی 
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 e1e=0.00032=منحنی پاسخ فرکانسی برای مقادیر مختلف زاویه الیاف؛  -5-16شکل 

 

 

 پیچشی و بدون آن برای گسسته سازی یک مود-منحنی پاسخ فرکانسی بدست آمده با وجود کوپلینگ محوری -5-17شکل 
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تحلیل بدون هیچ یکی از نکات جالب در مورد این تحقیق استفاده از معادلات حرکت استخراج شده برای 

-خمشی-خمشی-باشد. معادلات شامل کوپلینگ محوریها( میگونه ساده سازی )یعنی حذف کوپلینگ

[ اثرات کوپلینگ ها نادیده گرفته شده است. 18باشند. در حالی که در بعضی از تحقیقات مثل ]پیچشی می

 در پاسخ در نظر گرفته شده است.  در اینجا تاثیر کوکپلینگ

باشد و اثرات آن در ضریب و پیچشی می طولیاین کوپلینگ مربوط به حرکات  در واقع
16B  منعکس شده

رود. ( از بین می1هستند )یعنی لایه گذاری عمود 90و  0است. این کوپلینگ وقتی که الیاف دارای زاویه 

در لایه چینی زاویه دار ضریب 
16B  غیر صفر است. حال در لایه چینی زاویه دار با توجه به تقارن موجود

 .3و لایه چینی نا متقارن 2شود: لایه چینی متقارندر لایه چینی مساله به دو حالت تقسیم می

 شوند و با توجه به ضخامتپیچیده می و  الیاف با زوایای  در حالت اول )لایه چینی متقارن(، چون

  کنند؛های کامپوزیت، هر جفت از الیاف که دارای زوایای متضاد هستند تقریبا یکدیگر را خنثی میکم لایه

بنابراین در این حالت ضریب کوپلینگ )
16B شود بلکه مقدار کمی دارد. ( حذف نمی 

 

 پیچشی و بدون آن برای گسسته سازی یک مود-منحنی پاسخ فرکانسی بدست آمده با وجود کوپلینگ محوری -5-18شکل 

                                                 
1 ply lamination-Cross 
2 Symmetric lamination 

3 Asymmetric lamination 
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 آنای بین منحنی پاسخ فرکانسی برای گسسته سازی توسط یک مود با کوپلینگ و بدون مقایسه -5-19شکل 

 

در حالت دوم )لایه چینی نا متقارن(، تاثیر کوپلینگ بخاطر وجود نا متقارنی در لایه چینی قابل توجه 

آیند این باشد. بنابراین در نظر گرفتن کوپلینگ در تحلیل پاسخ لازم است. توضیحاتی که در ادامه میمی

 کنند. ادعا را تایید می

دست معادلات حرکت جدید بصورت زیر ب (30-3)-(27-3)پیچشی در معادلات –با حذف کوپلینگ محوری 

 آیندمی

(5-4) 2 2

11( 2 2 ) 0u A v v w w v u w u u v u v w u w                       

(5-5) 

( ) 23
11 11 2

2 2 21
2

( ) (

2 ) (e (x)cos( t) e (x)sin( t))

IV

p

y z

v cv D v I w A w v w v u v u v v

w v v u u v u

                 

              

(5-6) 

( ) 23
11 11 2

2 2 21
2

( ) (

2 ) (e (x)cos( t) e (x)sin( t))

IV

p

z y

w cw D w I v A w v v w u w u w w

v w w u u w u

                 

              

(5-7) 66 ( 3 2 2 ) 0pI D v w v w w v u u v w u v w u v w w v u                              
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بدست آمده است  5باشد. منحنی پاسخ فرکانسی برای شفت بررسی شده در بخش روش حل مثل قبل می

 ولی با لایه چینی نا متقارن بصورت زیر 

(5-8) [90 ,45 ,45 ,30 ,60 ,0 ,0 ,0 ,0 ,90 ]  

 شوندبنابراین پارامترهای بی بعد جدید می

(5-9) 11 11 66

2 16

A = 253.20, D = 0.08359,  D  = 0.03233, 

I  = 0.000328,  I  = 0.000657, B  = .937,  c = 0.05p

  

و خارج از مرکزیت برابر است با 
1 2 0.0003e e . 

 شودبا استفاده از پارامترهای بدست آمده در بالا معادله نهایی برای یک مود و بدون کوپلینگ بصورت زیر می

(5-10) 1

2 2

1

4 2

1

6 1179.786 (2109255.49 0.0001)0.165 0.412f f f ta a a e     

 شودو برای گسسته سازی توسط دو مود و بدون کوپلینگ می

(5-11) 1 1

2

1

6 4 2 2484.149 (0523080.744 0.00006.112 0.345)f f f ta a a e     

 شودو برای گسسته سازی یک مود و دو مود با کوپلینگ به ترتیب می

(5-12) 
6 4 2 2 2

1

6 4 2 2 2

1 1

1 1 1

1176931.678 0.000066)

314

726.224 (0.112 0.34

375.685 (0.112961.871 0.000066) 0.34

f f f t

f f f t

a a a

a a

e

a e

 

 





 

 




  

منحنی پاسخ فرکانسی برای یک شفت کامپوزیتی با لایه چینی نا متقارن ذکر  5-18و  5-17های شکل

برای گسسته سازی توسط یک مود و دو مود را  پیچشی و بدون آن-شده در بالا، با وجود کوپلینگ محوری

 تر شود. تفاوت بین دوشود پاسخ دقیقشود وجود کوپلینگ باعث میدهند. همانطور که دیده مینشان می

نشان  5-18و  5-17حالت در نزدیکی تشدید قابل توجه است. مقایسه بین منحنی پاسخ فرکانسی اشکال 

 طی از نوع نرم شونده دارد.دهد که عبارت کوپلینگ اثر غیر خمی

ای بین دو حالت با کوپلینگ و بدون کوپلینگ برای گسسته سازی توسط یک مود و دو مقایسه 5-19شکل 

شود در گسسته سازی توسط دو مود وجود کوپلینگ تاثیر دهد. همانطور که مشاهده میمود را نشان می

 بیشتری بروی منحنی پاسخ دارد. 
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 ندیبنتیجه گیری و جمع

در این تحقیق، ارتعاشات غیرخطی اجباری یک شفت کامپوزیت چرخان تحت تحریک ناشی از خارج از 

پیچشی با -خمشی-خمشی-مرکزیت مورد مطالعه و بررسی قرار گرفته است. معادلات حرکت محوری

ی در پسه بعدی مواد و اصل همیلتون بدست آمدند. اینرسی چرخشی و اثر ژیروسکو اولیهبکارگیری روابط 

نظر گرفته شده است و به علت باریکی از تغییر شکل برشی صرف نظر شده است. برای تحلیل سیستم، 

های چندگانه به معادلات حرکت گسسته شده توسط یک مود و دو مود اعمال شد. اگرچه روش مقیاس

حیح صفرکانس تحریک در همسایگی مود اول تنظیم شد، ولی گسسته سازی توسط یک مود پاسخ غیر 

 دهد و حداقل دو مود برای گسسته سازی لازم است. می

اثرات میرایی خارجی، خارج از مرکزیت کلی و زاویه الیاف بروی پاسخ مورد بررسی قرار گرفتند. تمامی نتایج 

برای گسسته سازی تک مود و دو مود نشان داده شدند و نتایج با یکدیگر مقایسه شدند. اثر غیرخطی ناشی 

ی پرش وجود دارد و نقطه انشعاب تحت شونده هستند. پدیده سختهای بزرگ شفت از نوع شکلاز تغییر 

کند بطوریکه با افزایش خارج از مرکزیت این تاثیر بیشتر تاثیر میرایی خارجی و خارج از مرکزیت تغییر می

ختصه اویه الیاف نسبت به متواند تغییر دهد در حالی که با افزایش زشود. زاویه الیاف نقطه انشعاب را نمیمی

 پیچشی بروی منحنی پاسخ فرکانسی-شود. در پایان اثر کوپلینگ محوریتر میمحوری شفت سیستم نرم

ها مورد بررسی قرار گرفت و نشان داده شد که وقتی لایه چینی نا متقارن باشد این کوپلینگ باید در تحلیل

برای اعتبار سنجی به نتایج حاصل از روش تئوری تری حاصل شود. در نظر گرفته شود تا نتایج دقیق

آید نتایج حاصل از این دو ها برمیاغتشاشات از شبیه سازی عددی استفاده شده است که همانطور از شکل

 روش تطبیق خوبی با یکدیگر دارند.
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 پیشنهادات برای ادامه کار

 های کامپوزیت بصورت غیر خطی بررسی ارتعاشات آزاد شفت 

 های کامپوزیت با سرعت متغیرتحلیل شفت 

 های کامپوزیت با دیسک آویزانتحلیل شفت 

 های کامپوزیت و تاثیرات آن بر ارتعاشاتتحلیل میرایی داخلی در شفت 

 های متفاوت اعم از متقارن و نامتقارنتحلیل اثر لایه چینی 

 تعاشی شفتها و استفاده از آن در جهت بهبود رفتار اربهینه سازی لایه چینی 
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Abstract 

In this paper, the nonlinear dynamics of unbalanced composite spinning shaft is studied. 

Flexural-flexural-extensional-torsional equations of motion are derived via utilizing the 

three-dimensional constitutive relations of the material and application of Hamilton’s 

principle. The gyroscopic effects, rotary inertia and coupling due to material anisotropy are 

included while the shear deformation is neglected. To analyze the rotor dynamical behavior, 

the full form of the equations without any simplification assumption (e.g. stretching or 

shortening assumption) are used. The method of multiple scales is applied to the discretized 

equations. An analytical expression as a function of the system parameters describing the 

forced vibration of spinning composite shaft in the neighborhood of the primary resonance 

is obtained. The discretization is done with both one and two modes and the results are 

compared. It is shown that although the excitation is tuned in the neighborhood of the first 

mode, one-mode discretization is not sufficient and it leads to inaccurate results. It shows the 

necessity of employing at least two modes in discretization due to coupling in the equations. 

The effects of the external damping, eccentricity and the lamination angle on the vibration 

amplitude are investigated. In addition, the effect of extensional-torsional coupling on the 

frequency response curves are investigated. To validate the perturbation results, numerical 

simulation is used. 

 

Key words: rotating shaft; composite shaft; forced vibration; multiple scales method. 
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