
min𝜃 =
1

1
K + F (∑ 𝛾𝑘K

k=1 + ∑ 𝜑𝑓)F
f=1

=
𝐾 + 𝐹

∑ 𝛾𝑘𝐾
𝑘=1 + ∑ 𝜑𝑓𝐹

𝑓=1
 

Xio ≥ �(λj+µj)Xij                 , i = 1, … , I
n

j=1

 

𝑍�𝑐 ≤�λj

n

j=1

Zcj                      ,   c = 1, … , C 

𝛾𝑘Vko = �λj

n

j=1

Vkj                     ,   k = 1, … , K 

Qbo ≤ ∑ βjQbj
n
j=1                 ,     b = 1, … , B    

𝜑𝑓Yfo ≤ ∑ βjYfjn
j=1                    ,    f = 1, … , F     

𝑍�𝑐 ≥ ∑ βjZcjn
j=1                   ,   c = 1, … , C       

Wro ≥ ∑ βjn
j=1 Wrj                 ,   r = 1, … , R   

�(λj

n

j=1

+ µj) = 1, 

∑ βjn
j=1 = 1          µj ≥ 0 , λj ≥ 0, βj ≥ 0            )8(  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  تصادفی محاسبه مدل کارایی سنجی با داده هاي 3-2
با توجه به این که در دنیاي واقعی داده ها غیر قطعی هستند. استفاده از برنامه ریزي تصادفی براي ورودي ها و 

خروجی ها ي غیر قطعی ضروري است. در استفاده از برنامه ریزي تصادفی تابع توزیع احتمال داده ها باید مشخص 



ریزي تصادفی استفاده از روش  هاي حل مسائل برنامه یکی از مهم ترین روشو قابل اندازه گیري باشد. 

𝐷𝑀𝑈𝑗(𝑗)واحد تصمیم گیرنده 𝑛 بر روي مدلدر استفاده از این  .محدودیت هاي احتمالی استها = 1, … , 𝑛))  ،

�𝑋داده هاي تصادفی به صورت   = (𝑋1𝚥� , … ,𝑋𝚤𝚥� ) ≥ �𝑉ورودي مرحله اول،  0 = (𝑉�1𝐽, … , 𝑉�𝑘𝐽) ≥ خروجی   0

�Zمطلوب مرحله اول، نا = (�̂�1j, … , Z�cj) ≥ ≤عنصرمیانی،  0 0 Q� = �𝑄�1𝑗, . . . ,𝑄�𝑏𝑗�  ،ورودي مرحله دوم

W� = (𝑊�1𝑗 , … ,𝑊�𝑟𝑗) ≥ ≤خروجی نامطلوب مرحله دوم، 0 0 Y� = (𝑌�1𝑗, … ,𝑌�𝑓𝑗)  خروج نهایی وجود

 ) در زیر ارائه شد. 10) با داده هاي تصادفی به صورت مدل (8دارند. مدل کارایی سنجی (

𝑚𝑖𝑛𝜃 

 s. t  𝑝𝑟�∑ (𝜆𝑗+𝜇𝑗)𝑋�𝑖𝑗  −𝑋�𝑖𝑜𝑛
𝑗=1 ≤ 0  � ≥ 1 − 𝛼 ,           i = 1, … , I 

                      

𝑝𝑟 ��λj

n

j=1

Z�cj−𝑍�̂𝑐 ≥ 0�  ≥ 1 − 𝛼                         ,   𝑐 = 1, … ,𝐶    

𝑝𝑟 ��λj

n

j=1

V�kj−𝛾𝑘  V�ko = 0  �  ≥ 1 − 𝛼     , k = 1, … , K 

𝑝𝑟 ��βjQ�bj

n

j=1

− Q�bo ≥ 0�  ≥ 1 − 𝛼   ,     𝑏 = 1, … ,𝐵    

𝑝𝑟 ��βjY�fj

n

j=1

−  𝜑𝑓Y�fo ≥ 0�  ≥ 1 − 𝛼   ,    𝑓 = 1, … ,𝐹    

𝑝𝑟 ��βjZ�cj

n

j=1

− Z�co ≤ 0 �  ≥ 1 − 𝛼    ,   c = 1, … , C  

   𝑝𝑟 ��βj

n

j=1

W�rj − W�ro ≤ 0  �  ≥ 1 − 𝛼 ,   r = 1, … , R                       (۹)                    

�(λj

n

j=1

+ µj) = 1, 

�βj

n

j=1

= 1        

   µj ≥ 0 , λj ≥ 0, βj ≥ 0 
 

,𝜀𝑖   در مدل فوق بین صفر و یک است. مدل فوق را با اضافه کردن متغیرهاي خارجی  𝛼 مقدار 𝜀𝑐 , 𝜀𝑘, 𝜀𝑏, 𝜀𝑓 , 𝜀𝑟  

  ) ارائه شده است.10می توان به صورت تساوي تبدیل کرد که در مدل(

𝑚𝑖𝑛𝜌 
s.t   𝑝𝑟�∑ (𝜆𝑗+𝜇𝑗)𝑋�𝑖𝑗  −𝑋�𝑖𝑜𝑛

𝑗=1 ≤ 0  � = 1 − 𝛼 + 𝜀𝑖 ,           i = 1, … , I 
                      



𝑝𝑟 ��𝜆𝑗

𝑛

𝑗=1

�̂�𝑐𝑗−𝑍�̂𝑐𝑜 ≥ 0� = 1 − 𝛼 + 𝜀𝑐           ,   𝑐 = 1, … ,𝐶    

𝑝𝑟 ��𝜆𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑉�𝑘𝑗−𝛾𝑘 𝑉�𝑘𝑜 = 0  � = 1 − 𝛼  + 𝜀𝑘   , k = 1, … , K 

𝑝𝑟 ��𝛽𝑗𝑄�𝑏𝑗

𝑛

𝑗=1

− 𝑄�𝑏𝑜 ≥ 0� = 1 − 𝛼 + 𝜀𝑏  ,     𝑏 = 1, … ,𝐵    

𝑝𝑟 ��𝛽𝑗𝑌�𝑓𝑗

𝑛

𝑗=1

−  𝜑𝑓𝑌�𝑓𝑜 ≥ 0� = 1 − 𝛼  + 𝜀𝑓 ,    𝑓 = 1, … ,𝐹    

𝑝𝑟 ��𝛽𝑗𝑍�𝑐𝑗

𝑛

𝑗=1

− 𝑍�𝑐𝑜 ≤ 0 � = 1 − 𝛼 + 𝜀𝑐   ,   c = 1, … , C  

                                   )10(                                         𝑝𝑟�∑ 𝛽𝑗𝑛
𝑗=1 𝑊�𝑟𝑗 −𝑊�𝑟𝑜 ≤ 0  � = 1 − 𝛼 + 𝜀𝑟  ,   r = 1, … , R      

         
,−𝑠𝑟تعریف متغیر کمکی ، با استفاده از متغیر هاي کمکی با توجه به  𝑠𝑐+, 𝑠𝑐− , 𝑠𝑏+, 𝑠𝑓+  𝑠𝑘+, 𝑠𝑖−,)به 10مدل (

 ) بازنویسی شد. 11صورت مدل(
𝑚𝑖𝑛𝜌 

  𝑝𝑟�∑ (𝜆𝑗+𝜇𝑗)𝑋�𝑖𝑗  𝑛
𝑗=1 + 𝑠𝑖− ≤ 𝑋�𝑖𝑜   � =  1 − 𝛼 ,           i = 1, … , I 

                   

𝑝𝑟 ��𝜆𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑍�𝑐𝑗 − 𝑠𝑐+ ≥ 𝑍�𝑐𝑜� = 1 − 𝛼           ,   𝑐 = 1, … ,𝐶    

𝑝𝑟 ��𝜆𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑉�𝑘𝑗−𝛾𝑘 𝑉�𝑘𝑜 = 0  � = 1 − 𝛼     , k = 1, … , K 

𝑝𝑟 ��𝛽𝑗𝑄�𝑏𝑗

𝑛

𝑗=1

− 𝑄�𝑏𝑜 ≥ 𝑠𝑏+� = 1 − 𝛼   ,     𝑏 = 1, … ,𝐵    

𝑝𝑟 ��𝛽𝑗𝑌�𝑓𝑗

𝑛

𝑗=1

−  𝜑𝑓𝑌�𝑓𝑜 ≥ 𝑠𝑓+� = 1 − 𝛼   ,    𝑓 = 1, … ,𝐹    

𝑝𝑟 ��𝜆𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑍�𝑐𝑗 + 𝑠𝑐− ≤ 𝑍�𝑐𝑜� = 1 − 𝛼    ,   c = 1, … , C  

                                   )۱۱( 

 𝑝𝑟 ��𝛽𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑊�𝑟𝑗 + 𝑠𝑟+ ≤ 𝑊�𝑟𝑜  � = 1 − 𝛼 ,   r = 1, … , R 

با توجه به  ) نیاز است که این مدل به مدل قطعی تبدیل شود.12براي ارزیابی واحدهاي تحت بررسی به کمک مدل(
) را به مدل 12این که تمام متغیرها داراي توزیع نرمال هستند. با بکارگیري توزیع نرمال استاندارد می توان قیود مدل(

 𝛿𝛿) قطعی سازي نمود.13(



𝑚𝑖𝑛𝜌 
s.t 
�(𝜆𝑗+𝜇𝑗)𝑋�𝑖𝑗 − 𝜃𝑖𝑥𝑖𝑜 + 𝑠𝑖−  − 𝜔−1(𝛼)𝛿𝛿i(𝜆) = 0
𝑛

𝑗=1

 

 

�𝜆𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑍�𝑐𝑗 − 𝑠𝑐+ − 𝑍�𝑐𝑜 + 𝜔−1(𝛼)𝛿𝛿𝐶(𝜆) = 0 

�𝜆𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑉�𝑘𝑗−𝛾𝑘 𝑉�𝑘𝑜 = 0 

 

�𝑄�𝑏𝑗

𝑛

𝑗=1

− 𝑄�𝑏𝑜 − 𝑠𝑏+ + 𝜔−1(𝛼)𝛿𝛿𝑏(𝛽) = 0 

�𝛽𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑍�𝑐𝑗 + 𝑠𝑐− − 𝑍�𝑐𝑜 − 𝜔−1(𝛼)𝛿𝛿𝐶(𝛽) = 0 

 

�𝛽𝑗𝑌�𝑓𝑗

𝑛

𝑗=1

−  𝜑𝑓𝑌�𝑓𝑜 − 𝑠𝑓+ + 𝜔−1(𝛼)𝛿𝛿𝑓(𝛽) = 0 

∑ 𝛽𝑗𝑛
𝑗=1 𝑊�𝑟𝑗 + 𝑠𝑟+ −𝑊�𝑟𝑜 − 𝜔−1(𝛼)𝛿𝛿𝛿(𝛽) = 0             )13(     

 
مقادیر  معکوس این تابع است. 𝜔−1تابع نرمال استاندارد  است و  𝜔 )13مدل(در 

𝛿𝛿𝑓(𝛽), 𝛿𝛿𝑏(𝛽)،𝛿𝛿𝑖(𝜆), 𝛿𝛿𝑟(𝛽), 𝛿𝛿𝐶(𝛽), 𝛿𝛿𝐶(𝜆)) آمده است. به شرح زیربا توجه به ویژگی 13که در مدل (
 :بود خواهد زیر صورت به ها محدودیت از دسته این قطعی صورت هاي توزیع نرمال محاسبه می شود.

 
𝛿𝛿𝑖
2(𝜆) = ��𝜆𝑗𝜆ℎ𝑐𝑜𝑣�𝑋�𝑖𝑗 ,𝑋�𝑖ℎ�

ℎ≠0𝑗≠0

 

 
𝛿𝛿𝐶

2(𝜆) = ��𝜆𝑗𝜆ℎ𝑐𝑜𝑣�𝑍�𝑐𝑗 ,𝑍�𝑐ℎ�
ℎ≠0𝑗≠0

 

 
𝛿𝛿𝑏

2(𝛽) = ∑ ∑ 𝛽𝐽𝛽ℎ𝑐𝑜𝑣�𝑄�𝑏𝑗 ,𝑄�𝑏ℎ�ℎ≠0𝐽≠0   

𝛿𝛿𝐶
2(𝛽) = ��𝛽𝑗𝛽ℎ𝑐𝑜𝑣�𝑍�𝑐𝑗 ,𝑍�𝑐ℎ�

ℎ≠0𝑖≠0

 

𝛿𝛿𝑓
2(𝛽) = ��𝛽𝑗𝛽𝑓𝑐𝑜𝑣�𝑌�𝑓𝑗 ,𝑌�𝑓ℎ�

ℎ≠0𝐽≠0

 

𝛿𝛿𝑟
2(𝛽) = ��𝛽j𝛽ℎ𝑐𝑜𝑣�𝑊�r𝑗 ,𝑊�rℎ�

ℎ≠0𝑖≠0

 

:و همچنین داریم  



𝜎𝑖2(𝜆) = ��𝜆𝑗𝜆ℎ𝑐𝑜𝑣�𝑋�𝑖𝑗 ,𝑋�𝑖ℎ� + 𝑣𝑎𝑟�𝑋�𝑖𝑜� − 2�𝜆𝑗
𝑗≠0

𝑐𝑜𝑣�𝑋�𝑖𝑗 ,𝑋�𝑖𝑜�
𝑛

ℎ=1

𝑛

𝑗=1

 

𝜎𝑐2(𝜆) = ��𝜆𝑗𝜆ℎ𝑐𝑜𝑣��̃�𝑐𝑗 , �̃�𝑐ℎ� + 𝑣𝑎𝑟(�̃�𝑐𝑜) − 2�𝜆𝑗
𝑗≠0

𝑐𝑜𝑣��̃�𝑐𝑗 , �̃�𝑐𝑜�
𝑛

ℎ=1

𝑛

𝑗=1

 

𝜎𝑏2(𝜆) = ��𝛽𝐽𝛽ℎ𝑐𝑜𝑣�𝑄�𝑏𝑗,𝑄�𝑏ℎ� + 𝑣𝑎𝑟�𝑄�𝑏𝑜� − 2�𝛽𝐽
𝑗≠0

𝑐𝑜𝑣�𝑄�𝑏𝑗 ,𝑄�𝑏𝑜�
𝑛

ℎ=1

𝑛

𝑗=1

 

𝜎𝑐2(𝜆) = ��𝛽𝐽𝛽ℎ𝑐𝑜𝑣��̃�𝑐𝑗, �̃�𝑐ℎ� + 𝑣𝑎𝑟(�̃�𝑐𝑜) − 2�𝛽𝐽
𝑗≠0

𝑐𝑜𝑣��̃�𝑐𝑗, �̃�𝑐𝑜�
𝑛

ℎ=1

𝑛

𝑗=1

 

𝜎𝑓2(𝜆) = ��𝛽𝐽𝛽ℎ𝑐𝑜𝑣�𝑌�𝑓𝑗 ,𝑌�𝑓ℎ� + 𝑣𝑎𝑟�𝑌�𝑓𝑜� − 2�𝛽𝐽
𝑗≠0

𝑐𝑜𝑣�𝑌�𝑓𝑗 ,𝑌�𝑓𝑜�
𝑛

ℎ=1

𝑛

𝑗=1

 

𝜎𝑟2(𝜆) = ��𝛽𝐽𝛽ℎ𝑐𝑜𝑣�𝑊�𝑟𝑗 ,𝑊�𝑟ℎ� + 𝑣𝑎𝑟�𝑊�𝑟𝑜� − 2�𝛽𝐽
𝑗≠0

𝑐𝑜𝑣�𝑊�𝑟𝑗,𝑊�𝑟𝑜�
𝑛

ℎ=1

𝑛

𝑗=1

 

 

 ) خواهد بود: 14ه دو به فرم مدل (بنابراین مدل درج

𝑚𝑖𝑛𝜌 

s.t 

�(𝜆𝑗+𝜇𝑗)𝑋�𝑖𝑗 − 𝜃𝑖𝑥𝑖𝑜 + 𝑠𝑖−  − 𝜔−1(𝛼)𝛿𝛿𝑖(𝜆) = 0
𝑛

𝑗=1

                i = 1, … , I 

�𝜆𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑍�𝑐𝑗 − 𝑠𝑐+ − 𝑍�𝑐𝑜 + 𝜔−1(𝛼)𝛿𝛿𝐶(𝜆) = 0              

�𝜆𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑉�𝑘𝑗−𝛾𝑘 𝑉�𝑘𝑜 = 0 

 

�𝑄�𝑏𝑗

𝑛

𝑗=1

− 𝑄�𝑏𝑜 − 𝑠𝑏+ + 𝜔−1(𝛼)𝛿𝛿𝑏(𝛽) = 0 

�𝛽𝑗

𝑛

𝑗=1

𝑍�𝑐𝑗 + 𝑠𝑐− − 𝑍�𝑐𝑜 − 𝜔−1(𝛼)𝛿𝛿𝐶(𝛽) = 0 



�𝛽𝑗𝑌�𝑓𝑗

𝑛

𝑗=1

−  𝜑𝑓𝑌�𝑓𝑜 − 𝑠𝑓+ + 𝜔−1(𝛼)𝛿𝛿𝑓(𝛽) = 0 

∑ 𝛽𝑗𝑛
𝑗=1 𝑊�𝑟𝑗 + 𝑠𝑟+ −𝑊�𝑟𝑜 − 𝜔−1(𝛼)𝛿𝛿𝛿(𝛽) = 0              

𝜎𝑖2(𝜆) = ��𝜆𝑗𝜆ℎ𝑐𝑜𝑣�𝑋�𝑖𝑗 ,𝑋�𝑖ℎ� + 𝑣𝑎𝑟�𝑋�𝑖𝑜� − 2�𝜆𝑗
𝑗≠0

𝑐𝑜𝑣�𝑋�𝑖𝑗 ,𝑋�𝑖𝑜�
𝑛

ℎ=1

𝑛

𝑗=1

 

𝜎𝑐2(𝜆) = ��𝜆𝑗𝜆ℎ𝑐𝑜𝑣��̃�𝑐𝑗 , �̃�𝑐ℎ� + 𝑣𝑎𝑟(�̃�𝑐𝑜) − 2�𝜆𝑗
𝑗≠0

𝑐𝑜𝑣��̃�𝑐𝑗 , �̃�𝑐𝑜�
𝑛

ℎ=1

𝑛

𝑗=1

 

𝜎𝑏2(𝜆) = ��𝛽𝐽𝛽ℎ𝑐𝑜𝑣�𝑄�𝑏𝑗,𝑄�𝑏ℎ� + 𝑣𝑎𝑟�𝑄�𝑏𝑜� − 2�𝛽𝐽
𝑗≠0

𝑐𝑜𝑣�𝑄�𝑏𝑗 ,𝑄�𝑏𝑜�
𝑛

ℎ=1

𝑛

𝑗=1

 

𝜎𝑐2(𝜆) = ��𝛽𝐽𝛽ℎ𝑐𝑜𝑣��̃�𝑐𝑗, �̃�𝑐ℎ� + 𝑣𝑎𝑟(�̃�𝑐𝑜) − 2�𝛽𝐽
𝑗≠0

𝑐𝑜𝑣��̃�𝑐𝑗, �̃�𝑐𝑜�
𝑛

ℎ=1

𝑛

𝑗=1

 

𝜎𝑓2(𝜆) = ��𝛽𝐽𝛽ℎ𝑐𝑜𝑣�𝑌�𝑓𝑗 ,𝑌�𝑓ℎ� + 𝑣𝑎𝑟�𝑌�𝑓𝑜� − 2�𝛽𝐽
𝑗≠0

𝑐𝑜𝑣�𝑌�𝑓𝑗 ,𝑌�𝑓𝑜�
𝑛

ℎ=1

𝑛

𝑗=1

 

𝜎𝑟2(𝜆) = ��𝛽𝐽𝛽ℎ𝑐𝑜𝑣�𝑊�𝑟𝑗 ,𝑊�𝑟ℎ� + 𝑣𝑎𝑟�𝑊�𝑟𝑜� − 2�𝛽𝐽
𝑗≠0

𝑐𝑜𝑣�𝑊�𝑟𝑗,𝑊�𝑟𝑜�
𝑛

ℎ=1

𝑛

𝑗=1

 

�(𝜆𝑗

𝑛

𝑗=1

+ 𝜇𝑗) = 1, 

�𝛽𝑗

𝑛

𝑗=1

= 1        

   𝜇𝑗 ≥ 0 , 𝜆𝑗 ≥ 0,𝛽𝑗 ≥ 0 

 

 

 

 

 


