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 ریزی ریاضیمبانی برنامه: مهشت مبحث

 اهداف یادگیری
 :که بود خواهد قادر مبحث این مطالعه از پس خواننده

 سازی نمایدسازی چندهدفه را با استفاده از روابط ریاضی مدلمسائل بهینه. 

 ریزی خطی دو متغیره را به روش ترسیمی تعیین کندجواب بهینه مسائل برنامه. 

 سازی ریاضی استفاده کندو برای حل مسائل بهینهافزار لینگاز نرم. 

 سازی دوهدفه تعیین نمایدهای پارتو را برای مسائل ساده بهینهجواب. 

 مقدمه
گیری های تصمیمگیری عبارتند از تکنیکهای تصمیمدر مباحث قبل دیدیم که دو دسته مهم از تکنیک

تعداد معدود و  میان از انتخابهای چندشاخصه گیری چندهدفه. در تکنیکهای تصمیمچندشاخصه و تکنیک

 و اهداف چندهدفه گیریتصمیم هایتکنیکشود. اما در انجام می شاخص تعدادی اساس برو  گزینهمشخصی 

شود. تعیین می سازیبهینههای کسازی شده و جواب برتر با استفاده از تکنیمدل ریاضی روابط با هامحدودیت

 هر مطلوبیت میزان و عملکرد کهاست  خصوصیاتی و هاویژگیمنظور از شاخص های چندشاخصه، در روش

 هایخواسته بیانگرهای چندهدفه، اهداف گیرد. در حالی که در روشقرار می ارزیابیمورد  هاآن اساس بر گزینه

شود، نیز بیان می عملکردی معیار یک برای بهبود مطلوب جهتهر هدف،  با همراهاست که  گیرندهتصمیم

گردد یا کمینه کردن آن. در شود که بیشینه کردن هدف منجر به افزایش مطلوبیت مییعنی مشخص می

ها به صورت های چندشاخصه، فضای جواب گسسته است یعنی تعداد معدودی جواب داریم، محدودیتتکنیک

ها گزینه برتر تعیین شود که از میان آنشوند بدین معنا که وقتی تعدادی گزینه مشخص میضمنی بیان می

شوند. ها در نظر گرفته میدهند، محدودیتکه سبد انتخاب را تشکیل می ییهاگزینه انتخاب اولیهشود، در 

بندی بر اساس میزان مطلوبیت و انتخاب گزینه برتر کاربرد سازی اولیه، دستههای چندشاخصه برای غربالروش

ست یعنی یک منطقه موجه شناسایی شده و تمام نقاطی های چندهدفه، فضای جواب پیوسته ادارند. در روش

ها نیز به صورت صریح توانند به عنوان گزینه برتر معرفی شوند، محدودیتگیرند میکه در این منطقه قرار می

گیری چندهدفه برای طراحی و تعیین پارامترهای های تصمیمشوند. از تکنیکو در قالب روابط ریاضی بیان می

ریزی ریاضی که زیربنای توان استفاده کرد. در این مبحث مفاهیم مقدماتی برنامهستم میبهینه یک سی

  گیری چندهدفه هستند مرور خواهد شد.های تصمیمتکنیک

 گیری چندهدفهسازی مسائل تصمیممدل

ها محدودیت همه بهترین جواب با در نظر گرفتن در بسیاری مسائل صنعتی و کسب و کار لازم است

های در روش .سازی این گونه مسائل استجهت بهینه هاروشکارآمدترین ز اریزی ریاضی برنامه. ن گرددتعیی

برای درک  شود.روابط ریاضی معمولاً خطی مدل می باهای مسأله ریزی ریاضی توابع هدف و محدودیتبرنامه

 :(1)شکل  سازی توجه کنیدینههای بهبندی روشدر دسته هابه جایگاه آن ،MODMهای بهتر کاربرد تکنیک

 شود. در این درس برای پرهیز سازی آن به صورت خطی یا غیرخطی انجام میبراساس نوع مسأله، مدل

 ریزی خطی محدود خواهد بود.به مسائل برنامه حث عموماًدارای پیچیدگی زیاد، مبااز مسائل 
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  سازی ، مدلمسألهبراساس نوع

 خطی انجامصورت خطی یا غیرب

مسائل پرهیز از برای . شودمی

حث ابمدارای پیچیدگی زیاد، 

ریزی به مسائل برنامه عموماً

 .شودمیخطی محدود 

 ممکن است سازی بهینهسائل م

محدودیت باشند و  ا فاقدی دارا

با مسائل دارای درس  در این

 محدودیت سروکار داریم. 

 بررسی سازی چندهدفه مسائل بهینهدر این مبحث، و ی یک یا چند هدف باشد داراتواند یم مسأله

 .شوندشریح میهدفه تو  ابتدا مسائل تکبوده هدفه این مسائل، تعمیم مسائل تکالبته . شد دخواه

 هایی که های حل دقیق یا تقریبی استفاده شود. تکنیکتوان از روشسازی، میبرای حل مسائل بهینه

 های حل دقیق هستند.معرفی خواهد شد، روشدر اینجا 

شرکتی  شود.تشریح می به کمک یک مثال سازیبهینه سازی و حل مسائلچگونگی مدل مثال:

بندی عملیات تولید در دو کارگاه مونتاژ و بسته است.  Bو  Aهای تلویزیون در دو مدل تولیدکننده دستگاه

 شود. اطلاعات مسأله به شرح زیر است:انجام می

 ساعت است.  2.5و  3به ترتیب  Bو  Aان لازم برای مونتاژ هر دستگاه از مدل زم •

 ساعت است.  5و  2بندی نیز به ترتیب زمان بسته •

 نفرساعت 600و  450بندی های مونتاژ و بستهظرفیت روزانه کارگاه •

 واحد پول است. 3 برابر با B و مدل 2برابر با  Aسود حاصل از فروش هر دستگاه از مدل  •

 .ای که مجموع سود حداکثر گرددها بگونهی هر کدام از مدلتعیین مقدار تولید روزانه از هدف عبارتست
 های تلویزیونتولیدکننده دستگاه شرکت مثال .1جدول 

  زمان مورد نیاز 

  A مدل B مدل ظرفیت روزانه

 مونتاژ عملیات 3 2.5 450

 بندیعملیات بسته 2 5 600

 دسود هر واح 2 3 

تعداد تولید و  )A )1xتعداد تولید روزانه از مدل در این مسأله دو متغیر تصمیم داریم که عبارتند از 

تابعی است از مقدار تولید از روزانه است که باید بیشینه گردد و مقدار سود تابع هدف . )B )2x روزانه از مدل

د واح B، 20از مدل  احد وو A،  10از مدل مثلاً اگر .   = B       :2x3+  1x2Maximize fو  Aهای مدل

 f(10 , 20) = 2×10 + 3×20  = 80       :تولید شود کل سود برابر است با

بندی. کارگاه بستهمحدودیت ظرفیت ظرفیت کارگاه مونتاژ و  : محدودیتله دارای دو محدودیت استمسأ

مقادیر ولید ت یابرمورد نیاز بطه مقدار ظرفیت سمت چپ را دربه صورت رابطه ریاضی، ها محدودیتبیان برای 

 سازیهای بهینهبندی روشدسته. 1شکل 
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از مقدار سمت اید باست که نمشخص شده 

چون  بیشتر شود. ظرفیت موجودیعنی راست 

معناست، تولید مقدار منفی از محصولات بی

در نظر گرفته غیرمنفی متغیرهای تصمیم باید 

 2x  ≤0     و     1x  ≤0   : شوند

توانند اشکال دیگری هم ها می: محدودیتنکته

 :داشته باشند

تعداد که  وقتی بزرگتر یا مساوی: مثلاًمحدودیت  -

 1x  ≤20:   دستگاه باشد 20ید حداقل با Aتولید از مدل 

 2x2=  1x  : باشد Bباید دو برابر مدل  Aد تعداد تولید از مدل شمیمحدودیت مساوی: مثلا اگر گفته  -

خواهد شد. پس از ساخت مدل مسأله به شکل روبرو  مدل نهایی

ن گردد. یهای موجه تعیریاضی باید جواب بهینه مسأله از میان جواب

ها صدق هر ترکیبی از مقادیر متغیرهای تصمیم که در تمام محدودیت

ها، منطقه این جواب یمجموعه است. یک جواب شدنی یا موجه ،کند

زی یعنی یافتن ساحل مدل یا بهینه دهند.را تشکیل مییا شدنی موجه 

برای در ادامه  .استبیشترین( مقدار در این مثال بهترین )دارای تابع هدف به ازای آن، یک جواب شدنی که 

 . Lingoافزار استفاده از نرمیا  روش ترسیمی معرفی خواهد شد:دو روش حل مسأله 

 حل مدل به روش ترسیمی

توان ، میداریم یمدو متغیر تصمتنها اینکه  وبودن روابط خطی توجه  با

 :(2)شکل  بهینه را به روش ترسیمی تعیین نمودجواب  همرحلچهار طی 

هر متغیر تصمیم بر روی یک محور نشان ابتدا : هارسم محدودیت ،1 گام

و تعیین دو محدودیت به صورت مساوی و سپس با در نظرگرفتن  (3)شکل داده 

 شود.ن محدودیت رسم مینقطه از معادله خط حاصله، نمودار خط مربوط به آ

توان محل تقاطع خط با هر یک از محورهای میتر نمودارها، برای رسم راحت

برابر صفر در  1xافقی و عمودی را بدست آورد. به این منظور کافی است یکبار 

با صفر در نظر گرفته شده و مقدار برابر  2xدیگر و بار  2xنظر گرفته شده و مقدار 

1x .بدست آید 

 کند: صفحه را به دو بخش تقسیم می ≥ یا ≤هر محدودیت 

 .دکنکه در محدودیت صدق می قاطین -

 کند.صدق نمی محدودیتکه در نقاطی  -

Maximize   f = 2x1 + 3x2  

      Subject to: 
          3x1 + 2.5x2  ≤ 450   
          2x1 + 5x2  ≤ 600   
          x1 ≥ 0       x2 ≥ 0   

 محدودیت ظرفیت روزانه کارگاه مونتاژ

 

 بندیدودیت ظرفیت روزانه کارگاه بستهمح

 

3x
1
 + 2.5x

2
  ≤ 450   

x
1
 = 0 => x

2
 = 180   

x
2
 = 0 => x

1
 = 150   (150,0) 

(0,180) 

 رسیمی. مراحل روش ت2شکل 
 



  دکتر احمد جعفرزاده افشاری   مجلسه هشت -گیرینظریه تصمیم

4 
 

آیا  کهچک شود  کافی است برای تشخیص این نواحی،

کند یا یدر محدودیت صدق م (0 , 0)مثلاً دلخواه  اینقطه

در محدودیت  2xو  1xخیر. با قرار دادن مقدار صفر بجای 

450≤   2x2.5+  1x3  از آنجا که  0 ≤ 450 هیم داشت: خوا

شامل  یهبنابراین ناحییک رابطه درست بدست آمده است، 

در مبدأ مختصات یعنی نقاط در بخش پائین سمت چپ 

شرط  هبا توجه ب .(3)شکل کند محدودیت صدق می

منفی بودن متغیرها، منطقه موجه تنها در ربع اول در غیر

 مشابه طور به نیز دوم محدودیت نمودار. شودنظر گرفته می

 .شودمی رسم

 

 ناحیه ،چپ سمت پایین قسمت نیز محدودیت این برای

 مناطق اشتراک از عبارتست مسأله موجه منطقه .است موجه

 شکل طبق. اول ربع در هامحدودیت تمام توسط شده تعیین

 .است این مسأله موجه منطقه ABCD چهارضلعی ،4

ای از منطقه موجه که نقطه: رسم تابع هدف ،2گام

تابع هدف به ازای آن بیشترین مقدار را دارد نقطه بهینه 

رای تعیین نقطه بهینه ابتدا باید نمودار تابع هدف را ب است.

 سمت مقدار عنوان به دلخواه مقداریبدین منظور  .رسم کرد

 اساس بر و گرفته نظر در هدف تابع برای( 600)مثلاً  راست

 این روی نقاط تمام .(5)شکل  شودمی رسم هدف تابع آن

 .داشت خواهند پول واحد 600 برابر سودی خط،

 

 

. (240)مثلا شود که در مقدار سود متفاوتند یبا تغییر مقدار سمت راست، خطوطی موازی حاصل م

در منطقه موجه  600ک از نقاط خط یتوجه کنید که هیچ

واحد داشته  600. یعنی هیچ جوابی نداریم که سود نیستند

 در منطقه موجه قرار دارند. 240باشد. اما نقاط خط 

با فاصله گرفتن خط تابع : تعیین جواب بهینه ،3گام

با حرکت . یابدمقدار سود افزایش می مبدأ مختصاتهدف از 

به موازات خود به سمت بالا به جایی  دادن خط تابع هدف

در یک نقطه با منطقه موجه  خواهیم رسید که تابع هدف تنها
 جواب بهینه به روش ترسیمی. 6شکل 

 

 تابع هدفرسم . 5شکل 
 

 . ناحیه موجه مسأله4شکل 

 . رسم محدودیت اول3شکل 
 

2x
1
 + 5x

2
  ≤ 600   x

1
 = 0 => x

2
 = 120   

x
2
 = 0 => x

1
 = 300   (300,0) 

(0,120) 

2x
1
 + 3x

2
  = 600   

(300,0) 

(0,200) 
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منطقه موجه که  ای دریعنی نقطه ،استارائه دهنده بهترین جواب  ( 6در شکل  *f) این نقطه. اشتراک دارد

را به تقاطع آنها ایجاد شده  از *fدو محدودیتی که ،  *fبرای محاسبه مختصات دقیق  .بیشترین سود را دارد

این دستگاه، یک دستگاه دو معادله دو مجهولی خواهیم داشت که از حل گرفته، نظر  صورت مساوی در

 آید:بدست می  *fمختصات 

 

مقدار سود  ن، بیشتریشوددستگاه تولید  90تعداد  Bدستگاه و از مدل  75به میزان  Aیعنی اگر از مدل 

 اشت.( را خواهیم د420)

در : بررسی صحت جواب به صورت جبری ،4 گام

نقطه  ای است.های خطی، نقطه بهینه حتماً یکی از نقاط گوشهمدل

ودیت بوجود آمده است. ایست که از برخورد دو محدای، نقطهگوشه

 ای وجود دارد.نقطه گوشه 4، در این مثال ساده 7مطابق شکل 

ای محاسبه شده و جواب مقدار تابع هدف به ازای تمام نقاط گوشه

  .ای است که تابع هدف بیشترین مقدار را داردبهینه نقطه

 

 

 

 

 
 

 ، صحیح است.مدای که به روش ترسیمی بدست آجواب بهینهیعنی 

 Lingoافزار استفاده از نرم

ئلی توان از روش ترسیمی استفاده کرد. چنین مسااز دو متغیر داشته باشد، دیگر نمی بیش ایمسألهاگر 

های فراابتکاری حل کرد. اما در این درس هایی از قبیل الگوریتم سیمپلکس یا روشرا باید با استفاده از روش

های پیچیدگیگیری است، به منظور پرهیز از های تصمیمبا توجه به این که تأکید بیشتر بر کاربرد روش

افزارهای نرمترین قوییکی از  LINGOافزار خواهد شد. نرم سازی استفادههبهینافزارهای محاسباتی، از نرم

های حل انواع مدلقادر به  LINGOیافته است.  توسعه Lindo Systemتوسط شرکت است که  سازیبهینه

 www.lindo.com از سایت یدتوانا میرافزار نرماین آخرین نسخه  است. غیرهو  خطی، غیرخطی، عدد صحیح

 . نیدک دانلود و نصب

ها نوشته تابع هدف و محدودیت Lingo Model، در پنجره افزارنرمپس از اجرای مدل، برای وارد کردن 

 .باشد "_"کاراکتر شامل حرف، عدد یا  32تواند نام متغیرها با یک حرف شروع شده و حداکثر می. شوندمی

( ایجاد  ^( و توان ) تقسیم ) / ( و (، ضرب ) *  -ریاضی جمع ) + ( و تفریق ) روابط با استفاده از علائم 

با استفاده از باید ها محدودیتسپس  .شودنوشته می = Minیا  = Maxابتدا تابع هدف به صورت  شوند.می

 اینقاط گوشه. 7شکل 
 

A (0 , 0) => f = 2×0 + 3×0 = 0 

B (150 , 0) => f = 2×150 + 3×0 = 300 

C (75 , 90) => f = 2×75 + 3×90 = 420 

D (0 , 120) => f = 2×0 + 3×120 = 360 

Max f = f 
*

 = 420 => C نقطه بهینه 

http://www.lindo.com/
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در پایان وارد شوند.  =یا  => ، =<یکی از علائم 

مت ضرب نوشتن علا. گذاشت ; باید هر دستور

باید به صورت  1x2عبارتمثلاً  الزامی است (*)

1x*2 متغیرها به صورت  در لینگو .نوشته شود

به  نیازی و شده منظورفرض غیرمنفی در پیش

 .یستن 2x  ≤0و  1x  ≤0های محدودیت درج

به طول ارد کردن مدل اطمینان از وپس از 

 Solveبا زدن دکمه کامل، 

مسأله حل شده و 

جواب بهینه نمایش داده 

اگر در ورود مدل  شود.می

خطایی وجود داشته باشد، 

پیام خطا ظاهر شده و ابتدا 

باید ایراد مدل برطرف 

پس از بستن پنجره  شود.

Solver Status  جواب

 Solutionبهینه در پنجره 

Report  نمایش داده

 در .(9)شکل  شودمی

. ملاحظه تیاف توانمیمقدار بهینه تابع هدف و متغیرهای تصمیم را ، جواب پنجره های مشخص شده ازبخش

 شود که جواب با مقادیر بدست آمده به روش ترسیمی یکسان است.می

 سازی چندهدفهمسأله بهینه

 به سازی چندهدفه باشداگر مسأله بهینه

جای یک تابع هدف، چندین تابع هدف داریم. 

سازی چندهدفه به شکل عمومی یک مسأله بهینه

 است:روبرو صورت 

 .بهینه شود )pf(x)( سازی چندهدفه، همزمان باید چند هدفدر یک مسأله بهینهشود که ملاحظه می

نشان  Xتوان به صورت یک بردار رهای تصمیم را میدر اینجا فرض شده تمام اهداف باید بیشینه شود. متغی

 n, … , x2, x1X = { x {ای که داده بگونه

 LINGOافزار . وارد کردن مدل در نرم8شکل 

 LINGOافزار در نرم نمایش جواب. 9شکل 
 

Max F(X) = { f1(X),  f2(X),  … , fr(X) } 
 

            Subject to: 
              gi (X)  ≤ bi            i=1, 2, … , m 

              xj ≥ 0                    j=1, 2, … , n  



  دکتر احمد جعفرزاده افشاری   مجلسه هشت -گیرینظریه تصمیم

7 
 

 آلهای موجه و ایدهجواب

دو هدفه داریم سازی بهینهیک مسئله د فرض کنی

منطقه  10. در شکل که هر دو هدف باید بیشینه گردد

  و  1fمحورهای . شده استموجه در فضای اهداف رسم 

2f  با حرکت به سمت راست مقدار  که ف هستنداهدا

هدف اول و با حرکت به سمت بالا هدف دوم بهبود 

منتهی الیه را بیشینه کنیم، به   1fاگر بخواهیم یابد. می

نقطه  بهکنیم تا میحرکت قه موجه طدر من سمت راست

A  برای هدف اول است. مقدار بهینه نقطه بهینه برسیم که

آید و بهترین ه سمت بالا بدست میهدف دوم نیز با حرکت ب

بخواهیم آید. اگر بدست می Bنقطه در   2fمقدار موجه برای 

به  این بهترین مقادیر را داشته باشند،هر دو هدف همزمان 

جواب (. 11شکل )آل است رسیم که نقطه ایدهمی  *Fنقطه 

 که همزمان در تمامی اهداف بهینه است.است آل جوابی ایده

. در نقطه در فضای موجه قرار نداردشود که این ملاحظه می

جز در موارد استثنا، جواب سازی چندهدفه مسائل بهینه

آل جوابی شدنی نیست و سؤال این است که از میان ایده

ها باید به عنوان جواب های موجه، کدام جواب یا جوابجواب

  برتر معرفی شوند.

 های پارتوتسلط و جواب

ویلفردو پارتو اقتصاددان ایتالیایی،  توسط رابطه تسلط

سازی در یک مسأله بهینه. ( مطرح شد1843–1923)

اگر در  ،تسلط دارد Bبر  Aشود جواب چندهدفه، گفته می

و حداقل در یک هدف از آن بهتر  Bبه خوبی  A ،تمامی اهداف

چون در هر دو تسلط دارد  2Bو  1Bبر  A ،21 در شکل باشد.

یک هیچ 2Bو  1Bاما مقدار بیشتری دارد، ها هدف نسبت به آن

بهتر اما در  2Bاز  1fاز منظر هدف  1B، دنبر دیگری تسلط ندار

 تر است. هدف دوم از آن ضعیف

که تحت سلطه هیچ جوابی نیستند. برای یک هستند هایی مجموعه جواب های کارا )بهینه پارتو(،جواب

 ،12 در شکلزل در حداقل یک هدف دیگر امکان پذیر است. جواب کارا، بهبود در یک هدف تنها در صورت تن

 شود.گفته میمرز کارایی یا جبهه پارتو های کارا در فضای اهداف به مجموعه جواب .جواب پارتو است Cنقطه 

، برای بررسی این که آیا یک نقطه در منطقه موجه کارا هست یا شود بیشینهباید در حالتی که هر دو هدف 

 آلهنقطه اید. 11شکل 

 نقاط بهینه اهداف اول و دوم. 10شکل 
 

 تسلط روابط. 12 شکل
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 پ ب الف

 هایی برای تعیین مرز کاراییمثال. 14شکل 
 

به سمت که آیا امکان بهبود مقدار هدف اول )حرکت به سمت راست(، بهبود هدف دوم )حرکت دید خیر باید 

بالا( یا بهبود همزمان هر دو )حرکت درجهت شمال شرقی( وجود 

دارد یا خیر. اگر با کوچکترین حرکت در هر یک از این جهات از 

ا بوده گیریم که این نقطه کارمنطقه موجه خارج شویم نتیجه می

هر دو مسائل دوهدفه اگر و بر روی مرز پارتو قرار داد. بنابراین در 

 مرزهای کارا در جواب سازی باشند، در فضای اهدافیشینههدف ب

 .گیرند )قاعده شمال شرقی(شمال شرقی منطقه موجه قرار می

پارتو را تشکیل  جبهه 13درشکل  PQنقاط روی پاره خط 

مرز کارایی در مورد چگونگی تشخیص دیگر چند مثال دهند. می

 CDالف پاره خط -14شرقی در شکل بر اساس قاعده شمال ارائه شده است. 14در شکل  به روش ترسیمی

موجه شکل های دهد و در مجموعه جوابکارایی را تشکیل می مرز BCب منحنی -14مرز کاراست، در شکل 

 باشد. )چرا؟(آل نیز مینقطه ایده Bر شکل اخیر نقطه یک جواب کارا است. د Bپ تنها نقطه -14

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 مراحل تعیین مرز پارتو به روش ترسیمی

، سازی سود بودهدف بیشینهکه  تولیدکننده تلویزیونمثال در 

تولید حداکثر مقدار از تلویزیون نوع  :شوداضافه میمسأله هدف دومی به 

A . ،تعیین برای .داریم روبروت صوربدوهدفه  یمدلبا افزودن این هدف 

 :شودمی طی زیر هایگام ترسیمی، روش به پارتو هایجواب

با : گوشه نقاط تعیین و تصمیم فضای در موجه منطقه رسم، 1گام 

نطقه مهدفه تغییر نکرده، های مسأله نسبت به حالت تکتوجه به اینکه محدودیت

مجدداً ارائه شده است. در شکل  15هدفه است که در شکل موجه همانند حالت تک

 در  2f و C نقطه در 1f هک D و A، B، Cگوشه عبارتند از  نقاطشود که ملاحظه می

  .شوندمی بهینه B نقطه

 :گوشه نقاط تمامی ازای به هدف توابع از یک هر مقدار محاسبه ،2گام 

 A(0,0)برای نقطه  مثلاًشود. میدار اهداف تعیین مقیک از نقاط گوشه برای هر 

برای نقطه خواهد بود.  0 نیزیعنی مقدار هدف دوم  Aو تولید مدل  0سود 

 کارایی مرز یا پارتو جبهه. 13 شکل

 کارایی

Maximize   f1 = 2x1 + 3x2  

Maximize   f2 = x1  

     Subject to: 
           3x1 + 2.5x2  ≤ 450   
           2x1 + 5x2  ≤ 600   
           x1 ≥ 0      x2 ≥ 0   

 تعیین مرز. مراحل 15شکل 
 رسیمیروش تپارتو به  
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B(150,0)  است و برای نقاط  150و  300مقادیر تابع هدفC(75,90)  و

D(0,120)  آمده است.  2در جدول محاسبه و نتایج دف ابع همقادیر تنیز

  .فضای جواب هستنددر  Dو  A ،B ،Cمتناظر نقاط  'Dو  'A' ،B' ،Cنقاط 

: منطقه موجه در فضای اهداف رسم نقاط متناظر و تشکیل ،3گام

 با دستگاه مختصاته موجه در فضای اهداف، یک طتعیین منقرای ب

 D'و  A ،'B ،'C'نقاط  ،شدهدرنظر گرفته   2fو   1f یمحورها

فضای  ن ترتیباهم ا. اگر نقاط را بشودمشخص میروی آن 

 'A'B'C'D به هم وصل کنیم، چهارضلعی متغیرهای تصمیم

منطقه موجه در فضای اهداف ی نشان دهندهود که شتشکیل می

  (.17)شکل  ستا

ر اساس ب: پارتو با قاعده شمال شرقی تعیین مرز، 4گام

است  'B'Cخط مرز کارایی پاره 17ی در شکل قرشقاعده شمال 

با توجه به  است. BCخط فضای تصمیم، پارهدر متناظر آن که 

های مسلط انتخاب شود، در اینکه گزینه برتر باید از میان جواب

ر روی انتخاب شود که بجواب نهایی از میان نقاطی باید این مثال 

  ند.رقرار دا BCخط پاره

 بندیجمع
های چندهدفه دسته مهمی از تکنیکسازی بهینههای روش

در این جلسه  .ریزی ریاضی هستندمبتنی بر برنامه وتئوری تصمیم 

ها به صورت اهداف و محدودیتریزی ریاضی برنامهدیدیم که در 

های این بندی آموزهبرای جمعد. شونوابط ریاضی بیان میر

  گیریم.مک میکجلسه از یک مثال 

تبلیغات ماهانه در  خصوص تعداد خواهد درشرکتی می مثال:

های متغیرگیری کند. تخصصی و فضای مجازی تصمیم اتنشری

عداد تو  )1x(از تعداد تبلیغ در نشریه تخصصی  عبارتندتصمیم 

: دارای دو هدف است مسأله. )2x( فضای مجازیتبلیغ در 

یافته توسط سازی زمان تخصیصکمینهو  هاهزینه سازیکمینه

 کارشناسهمچنین . هزینه داردریال  500فضای مجازی در و  2000هر تبلیغ در نشریه تخصصی . کارشناس

 .کندمی صرف زمان ساعت 2و  1 فضای مجازی به ترتیبو  تخصصی نشریه در تبلیغ به مربوط امور انجام برای

 منجر تخصصی نشریه در تبلیغ رهدرحالی که  شوند جدید قرارداد 16 حداقل عقد به منجر باید تبلیغات ینا

 شناسایی بالقوه مشتری 28 باید ماه هر .شودمی قرارداد 2 به منجر نیز مجازی فضایهر تبلیغ در  و قرارداد 2 به

 اهداف فضای در موجه منطقه. 17 شکل

 گوشه نقاط و موجه منطقه. 16 شکل

 مرز پارتو در فضای تصمیم. 18شکل 
 

)2, f 1f( )2, x 1x( 

A'(0 , 0) A(0 , 0) 

B'(300 , 150) B(150 , 0) 

C'(420 , 75) C(75 , 90) 

D'(360 , 0) D(0 , 120) 

 

مقدار توابع هدف به ازای . 2جدول 
 نقاط گوشه
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 در تبلیغ هردانیم که تجربه میشود و به 

و فضای مجازی به ترتیب  تخصصی نشریه

 بالقوه مشتری 5 و 1منجر به شناسایی 

 صورته مدل ریاضی مسأله ب .شودمی

  است. روبرو

اشتراک مناطق موجه و ده شرسم ها محدودیت. برای درک بهتر مفاهیم کمک گرفتیماز روش ترسیمی 

مساوی  به صورت بزرگتر هامحدودیت در این مثال. شودگرفته میدر نظر له أمنطقه موجه مسبه عنوان  آنها

با شناسایی نقاط گوشه و محاسبه شود. ناحیه بالا سمت راست به عنوان ناحیه موجه معرفی میبنابراین هستند، 

جواب بهینه مقدار توابع هدف به ازای هر نقطه گوشه، 

نقاط گوشه عبارتند . شودمشخص می برای هر تابع هدف

 قدار توابع هدف در هر نقطه،متوجه به . با C و A ،Bاز 

و هدف دوم یعنی زمان  Cهزینه در نقطه هدف اول یعنی 

هر دو هدف در یک نقطه بهینه شود. کمینه می Bدر نقطه 

در آل یک نقطه موجه نیست. یعنی نقطه ایده شوندنمی

تعیین های پارتو جواب باید سازی چندهدفه مسائل بهینه

 یراب ها گزینش شود.گردد تا جواب نهایی از میان آن

باید منطقه موجه های پارتو به روش ترسیمی تعیین جواب

در دستگاه مختصات ها رسم کنیم. یعنی را در فضای جواب

گیرند. میقرار صمیم، توابع هدف به جای متغیرهای ت

ه و دهد که چقدر هزیننشان میدر فضای اهداف  هرنقطه

دو  توجه به اینکه هر با زمان کارشناس صرف خواهد شد.

باید  سازی هستند، به جای قاعده شمال شرقی،کمینه هدف

استفاده کرد یعنی مرز کارایی در  قاعده جنوب غربی از

 20گیرد. در شکل بخش جنوب غربی منطقه موجه قرار می

در فضای متناظر گوشه کنید که با نمایش نقاط ملاحظه می

بر اساس قاعده جنوب اهداف منطقه موجه تعیین شده و 

در فضای اهداف و متناظر آن پاره  'B'Cغربی، پاره خط 

وش رالبته  رزکارایی است.در فضای تصمیم م BCخط 

ترسیمی برای مسائل بزرگ که تعداد اهداف و متغیرها زیاد 

هایی کنیک، قابل استفاده نیست. درجلسات آینده با تاست

ها و فضای آشنا خواهیم شد که بدون نیاز به نمایش جواب

های پارتو و جواب موجه به صورت ترسیمی، بتوانیم جواب

  برتر را تعیین کنیم.

 ترسیمی روش با مثال حل. 19 شکل

 های پارتو جواب. 20شکل 

Min    f1  = 2000x1 + 500x2  سازی هزینهکمینه 

Min   f2  = x1 + 2x2              
 

تخصیص سازی زمان کمینه

   2x1 + 2x2  ≥ 16          یافته
  

 قرارداد 16 حداقل عقد

         x1 + 5x2  ≥ 28   
 

 بالقوه مشتری 28 حداقل جذب

         x1 ≥ 0            x2 ≥ 0   
 

 

 بودن متغیرهانامنفی 
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 چندهدفه سازیبهینه هایروش: مهن مبحث

 اهداف یادگیری
 :که بود خواهد قادر مبحث این مطالعه از پس خواننده

 و محدودیت به اهداف تبدیل هدف، توابع به دهیوزن هایروش از استفاده مناسب شرایط و منطق 

 .کند درک را سازشی ریزیبرنامه

 دهد تشخیص را فوق هایروش از یک هر نیاز مورد هایداده و پارامترها. 

 محدودیت به اهداف تبدیل هدف، توابع به دهیوزن هایروش از یک هر با را برتر جواب و کارا هایجواب 

 .کند تعیین سازشی ریزیبرنامه و

 مقدمه
ها به صورت روابط ریاضی مدل ریزی ریاضی، تابع هدف و محدودیتدر برنامه که ل دیدیمقبدر مبحث 

سازی یا سایر افزار بهینهشوند. اگر مسأله دارای یک تابع هدف باشد به روش ترسیمی، استفاده از نرممی

ه تمام توان جواب بهینه مسأله را تعیین کرد. اما اگر مسأله دارای چندین هدف باشد، جوابی کها میتکنیک

شود عموماً یک جواب موجه نیست. در این حالت ال گفته میشوند و به آن جواب ایدهاهداف در آن بهینه می

های پارتو یا کارا کمک گرفت. جواب کارا یعنی جوابی که بهبود یک هدف بدون تضعیف یک یا باید از جواب

های پارتو ، جواب نهایی باید از میان جوابسازی چندهدفهچند هدف دیگر امکان پذیر نیست. در مسائل بهینه

ردد. گها جواب برتر تعیین های پارتو شناسایی شده و سپس از میان آنانتخاب شود. بنابراین ابتدا باید جواب

گیرنده بر اساس معیارهای ذهنی و ترجیحات شخصی از میان جوابی است که تصمیمیا ترجیحی، جواب برتر 

های پارتو و جواب برتر پیشنهاد شده های مختلف برای تعیین جوابکند. تکنیکیهای کارا انتخاب مجواب

دهی به توابع هدف، روش است که در این جلسه سه تکنیک در این مجموعه معرفی خواهند شد: روش وزن

 ریزی سازشی. تبدیل اهداف به محدودیت و تکنیک برنامه

 هدف توابع به دهیوزن روش

 تعیین ریزی چندهدفه لازم است اهداف چندگانه تبدیل به یک هدف شوند تا امکان های برنامهروشدر 

ریزی چندهدفه در های مختلف برنامههدفه فراهم گردد. تفاوت روشهای تکجواب بهینه با استفاده از تکنیک

ترین روش این است که برای هر د. رایجورمسأله چندهدفه به تک هدفه بکار میمنطقی است که برای تبدیل 

، تابع هدف هاضربدر نظر گرفته شده و هر هدف در وزن آن ضرب و جمع این حاصل wتابع هدف یک وزن 

دهد. مدل تشکیل می را هدفهسازی تکمسأله بهینهنهایی در 

دهی به وزن ه روشچندهدفه ب سازیبهینه عمومی مسائل

مدل فرض شده تعداد این اهداف به شکل روبرو است. در 

اگر برخی اهداف لبته ا .. تمام اهداف باید بیشینه شوندrwام برابر است با rو وزن هدف  rاهداف برابر است با 

 mدارای  مدل سازی کرد.ها را تبدیل به بیشینهآن -1سازی باشند کافی است با ضرب در ینهبه صورت کم

≥ 𝑔𝑖(𝑋)فرم عمومی همحدودیت ب 𝑏𝑖  چند نکته  اند.است و متغیرهای تصمیم نیز غیرمنفی فرض شده

 تکمیلی در مورد این روش:

𝑀𝑎𝑥 𝑓 = 𝑤1𝑓1 + 𝑤2𝑓2 +  …  + 𝑤𝑟𝑓𝑟 

    Subject to: 

     𝑔𝑖(𝑋) ≤ 𝑏𝑖         𝑖 = 1 ,  2 ,  … ,  𝑚 

     𝑥𝑗  ≥ 0                 𝑗 = 1 ,  2 ,  … ,  𝑛 
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 شود. در نظر گرفته می 1نیز برابر با ها های تخصیص یافته به اهداف باید مثبت باشند و مجموع آنوزن
    ∑ 𝑤𝑘

𝑟
𝑘=1 = 1   ,    𝑤𝑘 > 0 

 آید یک جواب کارا است. بنابراین با حل مدل با ها بدست میجوابی که برای هر ترکیب از مقادیر وزن

 های کارا را بدست آورد. توان جوابمی wمقادیر مختلف 

  گیرنده، بر اساس ترجیحات تصمیمبرای بدست آوردن یک جواب به عنوان جواب برتر، به هر هدف باید

ه، جمع وزنی اهداف به عنوان تابع هدف در نظر گرفته دادوزنی نشان دهنده اهمیت نسبی آن تخصیص 

 خواهد بود.مدل ریاضی حاصل جواب برتر  یجواب بهینه ،شده

سازی چندهدفه، از مسأله تولیدکننده تلویزیون که در مبحث قبلی های بهینهبرای تشریح تکنیک مثال:

. در این مسأله دو محدودیت وجود داشت: محدودیت ظرفیت کارگاه مونتاژ و کنیممیمطرح شد، استفاده 

شد. به منظور تبدیل آن به یک مسأله در حالی که سود باید بیشینه می ،بندیمحدودیت ظرفیت کارگاه بسته

دوهدفه، فرض کنید هدف دومی به مدل  سازیبهینه

اضافه شود که عبارتست از بیشینه کردن مقدار تولید 

مدل ریاضی این  A :  1x=  2f Maxاز تلویزیون مدل 

 مسأله دو هدفه به شکل روبرو خواهد بود:

تابع وزن زنی، فرض کنید وبرای تعیین جواب به روش 

 0.7 (Aمقدار تولید از مدل )دومی وزن و  0.3 (سود) هدف اول

در . تابع هدف تلفیقی به صورت روبرو است . مدل حاصله بااست

 کنند. هدفه تغییر نمیها نسبت به حالت تکمحدودیت این مدل

با توجه به این که مدل خطی و شامل دو متغیر تصمیم 

افزار به منظور تسهیل کار، جواب با استفاده از نرمتعیین کرد اما توان جواب بهینه را به روش ترسیمی است می

سازی مدل در . نحوه پیادهده استآملینگو بدست 

برای نشان داده شده است.  1افزار در شکل نرم

سازی در لینگو، ابتدا توابع هدف با دو پیادهسهولت 

تعریف و سپس تابع هدف  f2و  f1متغیر به نام 

ضرب جمع کردن حاصلو  Maxاصلی به صورت 

های نوشته شده است. محدودیت در اوزان این دو

. تابع هدف در دشونمسأله نیز به مدل اضافه می

شود. در این بهینه می )x 150=1x ,2=0(نقطه 

و مقدار تابع هدف دوم یعنی  300سود برابر  (8از مبحث  18که یک نقطه کارا است )نگاه کنید به شکل نقطه 

 .2f )150  ,0 = (150 و       1f )150  ,0 = (300               واحد است. A 150تولید از مدل تعداد 

هدفه با توجه به تکایجاد شده است. قابل درک روشی است ساده که بر اساس یک منطق  قوت:نقاط 

هایی که برای حل این گونه مسائل توسعه یافته برای تعیین جواب استفاده کرد. توان از روششدن مسأله، می

های کارا و در نتیجه مرز پارتو را برای مسأله بدست آورد. توان جواببا تغییر وزن اهداف در تابع هدف می

Max f = 0.3 (2x1 + 3x2 ) + 0.7 (x1) 

     Subject to: 
         3x1 + 2.5x2  ≤ 450   
         2x1 + 5x2  ≤ 600   
         x1  ≥ 0    ,   x2  ≥ 0 

Max f1 = 2x1 + 3x2    بیشترین سود 

Max f2 = x1                 A بیشترین مقدار تولید محصول 

     Subject to: 
         3x1 + 2.5x2  ≤ 450   
         2x1 + 5x2  ≤ 600   
         x1  ≥ 0    ,   x2  ≥ 0 

 LINGOدر  دهی به اهدافوزن مدل سازیپیاده .1شکل 
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شناسایی آن در مبحث قبلی از روش ترسیمی استفاده شد. توجه  )نکته: در تشریح مفهوم مرز پارتو و چگونگی

متغیر است و روش ترسیمی تنها برای  2کنید که در مسائل واقعی تعداد متغیرهای تصمیم عموماً بیش از 

های کارآمد جایگزین استفاده کرد. درک و یادگیری مفاهیم کارایی دارد. برای مسائل بزرگ لازم است از روش

علاوه بر گیری چندهدفه، مسائل تصمیم در شوند از جمله روش وزنیی که در این مبحث ارائه میهایتکنیک

 های کارا را نیز تعیین کنند.(توانند جوابتعیین جواب برتر می

برای تعیین جواب برتر لازم است متناسب با اهمیتی که هر یک از اهداف  :های استفاده از روشچالش

وزن اهداف را تخصیص یابد. بنابراین قبل از استفاده از این تکنیک، باید به روش مناسب  هابه آن یدارند، وزن

شوند، قبل از ضرب های متفاوت با هم جمع میدر تابع هدف، مقادیری با کمیّت نتعیین کرد. همچنین چو

سازی مقیاسیج برای بیهای رامقیاس کرد تا قابل جمع باشند. یکی از روشها بیدر اوزان و جمع اهداف باید آن

هدف بر این هر ی تابع هدف این است که برای هر هدف مقدار بیشینه بدست آمده و دهندهعبارات تشکیل

 مقدار بیشینه تقسیم شود.

 محدودیت به هدف تبدیل روش

در این روش برای تبدیل چند هدف به یک هدف، هدفی که مهمتر است در تابع هدف نگه داشته شده 

در حالتی که اهداف باید شوند. برای تبدیل سایر اهداف به محدودیت، و سایر اهداف تبدیل به محدودیت می

هر  حدودیت متناظر باظر گرفته شده و میک مقدار حداقلی به عنوان کران در ن هدفبرای هر ماکزیمم شود، 

مقدار بدست آمده برای این هدف از حداقل تعیین  هینهشود که در جواب بای نوشته مییک از این اهداف بگونه

ام را که باید بیشینه شود، تبدیل به محدودیت کنیم و مقدار kشده کمتر نباشد. بنابراین اگر بخواهیم هدف 

≤ 𝑓𝑘(𝑋)برای آن در نظر گرفته شود، محدودیتی به صورت  kLحداقلی  𝐿𝑘  بهینهخواهیم داشت و در جواب 

سازی باشد برای تبدیل یا بیشتر از آن خواهد بود. نکته: اگر یک هدف به صورت کمینه kLمقدار این هدف برابر 

≥ 𝑓𝑘(𝑋)آن به محدودیت، کران حداکثری برای آن تعریف شده و محدودیت به شکل  𝐿𝑘 .به  خواهد بود

فرض این که تمام اهداف به شکل 

ماکزیمم باشند، مدل ریاضی به صورت 

 روبرو است:

ام در تابع هدف pمدل هدف این در 

ها تبدیل مورد از آن r-1باشیم، هدف داشته rاند. یعنی اگر قرارگرفته و سایر اهداف تبدیل به محدودیت شده

های مورد نیاز این روش عبارتند از شوند. ورودیهای اصلی مسأله اضافه میبه محدودیت شده و به محدودیت

 این که کدام هدف در تابع هدف قرار گیرد و مقدار کران برای سایر اهداف چه مقدار باشد. نکات تکمیلی:

  تابعهدف قرار گرفته در  تغییر واهد بود بنابراین بابرای مدل حاصل، یک جواب کارا خ بهینههر جواب 

 .آورد بدست را کارا هایجواب تمام توانمی محدودیت به شده تبدیل اهداف راست سمت مقدار و هدف

  ،از نظر  ین هدفمهمتراگر بدنبال بدست آوردن یک جواب به عنوان جواب برتر برای این روش باشیم

در ) یحداقلنیز مقدار  اهداف سایرگیرد. برای میقرار  هدف تابع درگیرنده شناسایی شده و تصمیم

باید تعیین گردیده و به روش پیش گفته، گیرنده تصمیم انتظار موردحداکثری( سازی حالت کمینه

 .گیرنده خواهد بودتصمیماز نظر شوند. جواب حاصل، جواب ترجیحی  محدودیت به تبدیل اهداف 

𝑀𝑎𝑥  𝑧 =  𝑓𝑝 
      Subject to: 
              𝑓𝑘(𝑋) ≥ 𝐿𝑘     𝑘 = 1 ,  2 ,  … ,  𝑝 − 1 ,  𝑝 + 1,  … ,  𝑟 
             𝑔𝑖(𝑋) ≤ 𝑏𝑖         𝑖 = 1 ,  2 ,  … ,  𝑚 
              𝑥𝑗  ≥ 0     𝑗 = 1 ,  2 ,  … ,  𝑛 
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  کارا هایجواب تمام توانمی محدودیت به شده تبدیل اهداف راست سمت مقدار و هدف تابع تغییر با 

 .آورد بدست را

های تلویزیونی فرض کنید که سود هدف مهتر بوده و در تابع هدف در مثال تولیدکننده گیرنده مثال:

توان را نمی Aگیرد. هدف دوم یعنی مقدار تولید از مدل مدل نهایی قرار می

ی شود. یعندر نظر گرفته می 100بیشینه کرد اما برای آن مقدار حداقلی 

گیرنده تحقق بیشترین سود ممکنه اولویت دارد اما نباید گرچه از نظر تصمیم

واحد کمتر  100از  Aریزی شود که مقدار تولید از مدل ای برنامهبه گونه

 1x  =<100 ای  2f  =<100در مدل حاصله محدودیت گردد. 

با وارد کردن مدل لینگو جواب بهینه به مسأله اضافه شده است. 

گردد. مقدار تابع هدف تعیین می )x 001=1x ,2=06(نقطه 

 :100و  380اول و دوم در این نقطه برابر است با 

 380) = 60,  100( 1f  100و) = 2 )100  ,60f 

همانند روش وزن دهی به اهداف، با توجه نقاط قوت: 

سازی های بهینههدفه شدن مسأله، با استفاده از روشبه تک

را تعیین کرد. اشاره شد که با تغییر  توان جوابهدفه میتک

هدفی که در تابع هدف قرار گرفته و مقادیر کران در نظر گرفته 

مزیت این روش نسبت به های پارتو را بدست آورد. توان جوابشده برای سایر اهداف در قالب محدودیت، می

 شوند.اهداف با هم تلفیق نمیسازی در تعیین جواب برتر است. زیرا مقیاسروش وزنی عدم نیاز به بی

قبل از استفاده از این روش برای تعیین یک جواب به عنوان جواب های استفاده از روش: چالش  

ترجیحی باید مشخص نمود که کدام هدف در تابع هدف قرارگیرد. همچنین باید تعیین گردد که برای سایر 

در سازی( چقدر باشد. )یا حداکثری درحالت کمینهشوند، مقادیر حداقلی اهدافی که تبدیل به محدودیت می

ممکن است باعث شود که هیچ محدودیت،  اهداف تبدیل شده به کران ای برایمقادیر سختگیرانهنظر گرفتن 

نبوده و مسأله جواب نداشته باشد یا مقدار بدست آمده برای هدف اصلی مسأله بدلیل کوچک  ای موجهنقطه

تر های منعطفدر نظر گرفتن کران ید بادر این حالت با .مطلوبی برخوردار نباشداز کیفیت موجه منطقه شدن 

برای این اهداف، منطقه موجه را بزرگتر کرد تا امکان رسیدن به جوابی بهتر برای هدف اصلی مسأله فراهم 

 8درمبحث : ردتوان بدین صورت عمل کدر مثال تولید کننده تلویزیون برای تعیین کران هدف دوم می گردد.

شود مقدار بهینه می 1fای که در حالی که در نقطه 015برابر است با  2fبهترین مقدار ممکنه برای دیدیم که 

2f  2. بنابراین کران 75برابر است باf  منجر به ایجاد یک 75کران کوچکتر از  .باشد 150تا  75باید بین ،

شود، تضمین شده است. در نظر بهینه می 1fوقتی  2fبرای  75د چون تحقق مقدار شد خواهد محدودیت زائ

شود مسأله جواب موجه نداشته باشد، چون بر اساس نیز باعث می 2fبرای  150گرفتن مقدار بزرگتر از 

 .150برابر است با  2fهای مدل، بهترین مقدار ممکنه برای محدودیت

  

Max f1= 2x1 + 3x2 

     Subject to: 
         x1  ≥ 100 

         3x1 + 2.5x2  ≤ 450   
         2x1 + 5x2  ≤ 600   
         x1  ≥ 0    ,   x2  ≥ 0 

 تبدیل اهداف به مدل سازیپیاده .2شکل 
 LINGOدر  محدودیت
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 سازشی ریزیبرنامه روش

های شود، همان منطق روشگفته می نیز ریزی توافقیبرنامهها ریزی سازشی که به آنمنطق روش برنامه

چندشاخصه است: جواب برتر جوابی است که کمترین های سازشی از قبیل تاپسیس و ویکور در مجموعه روش

آل از شاخصی که فاصله گیری فاصله هر جواب از نقطه ایدهآل دارد. به منظور اندازهفاصله را از جواب ایده

∑] شود. فاصله متریک طبق رابطهنام دارد استفاده می )p )metric-pLمتریک  ( 
𝑓𝑘

∗−𝑓𝑘(𝑋)

𝑓𝑘
∗−𝑓𝑘

− )
𝑝

𝑟
𝑘=1 ]

1

𝑝

بدست  

ین منظور برای هر هدف جداگانه دآید. بمیتک تک اهداف بدست  یدر این رابطه ابتدا مقدار بهینهآید: می

𝑓𝑘ام با kسازی انجام شود. مقدار بهینه هدف بهینه
از  Xشود. برای بدست آوردن فاصله نقطه نشان داده می ∗

𝑓𝑘 شودمحاسبه می هدفآل این از مقدار ایده Xآل، تفاضل مقدار هر هدف بازای جواب ایده
∗ − 𝑓𝑘(𝑋) .  سپس

 شودمقیاس میبی ،که عبارتست از تفاضل بهترین و بدترین مقدار این تابعبا تقسیم بر یک مقدار ثابت 

( 
𝑓𝑘

∗−𝑓𝑘(𝑋)

𝑓𝑘
∗−𝑓𝑘

− شوند رسند، با هم جمع میمی pبه توان  هر کدامچنین کسری برای تمام اهداف بدست آمده، .  (

∑]شود ام محاسبه میpو ریشه  ( 
𝑓𝑘

∗−𝑓𝑘(𝑋)

𝑓𝑘
∗−𝑓𝑘

− )
𝑝

𝑟
𝑘=1 ]

1

𝑝

گفته  metric-pLیا  p. به این مقدار فاصله متریک  

 ∞و  2و  1البته استقاده از مقادیر   ∞ , … , p = 1 , 2 , 3تواند هر مقدار صحیح مثبت باشد می p شود.می

فاصله اقلیدسی و فاصله  p=2آید فاصله متعامد یا بلوکی، فاصله با بدست می p=1ای که با فاصلهتر است. رایج

به عنوان مثال . نام داردشف فاصله چبی ∞=pبا 

 : آیدبدین صورت بدست می (p=2)فاصله اقلیدسی 

𝐿2(𝑋) = [∑ ( 
𝑓𝑘

∗ − 𝑓𝑘(𝑋)

𝑓𝑘
∗ − 𝑓𝑘

− )

2𝑟

𝑘=1

]

1
2

 

ریزی سازشی فاصله تا نقطه در روش برنامه چون

در تابع هدف قرار  pLآل باید کمینه گردد، ایده

بزرگتر باشد، یعنی مقادیر  pشود. هرچه مقدار های مسأله کمینه میگرفته و با در نظر گرفتن محدودیت

هدفی که بیشترین  ∞=pگیرند. برای سازی قرار میاولویت کمینهه و در تاختلاف بزرگتر اهمیت بیشتر داش

 شود. فاصله را از مقدار بهینه خود دارد کمینه می

ریزی سازشی، ابتدا جواب بهینه هر برای تعیین جواب برتر در مثال تولیدکننده تلویزیون به روش برنامه مثال:

و بیشینه سازیم، نقطه بهینه  قرار دادهاگر هدف اول یعنی سود را در تابع هدف  شود.اهداف تعیین می از یک

)90=2, x 75=1x( 75و  420گردد. مقدار تابع هدف اول و دوم در این نقطه برابر است با تعیین می: 

420) = 90,  75( 1f  75و) = 75  ,90( 2f هدف دوم در نقطه .)2=0, x 150=1x( شود و مقداربیشینه می 

این . 2f )150  ,0 = (150و  1f )150  ,0 = (300 :75و  420تابع هدف اول و دوم در این نقطه برابر است با 

نتایج در جدولی به نام ماتریس بازده درج 

  ام این ماتریسk(. در سطر 1شود )جدول می

𝑀𝑖𝑛 𝐿𝑝(𝑋) = [∑ ( 
𝑓𝑘

∗−𝑓𝑘(𝑋)

𝑓𝑘
∗−𝑓𝑘

− )
𝑝

𝑟
𝑘=1 ]

1

𝑝

       

     Subject to: 
         𝑔𝑖(𝑋) ≤ 𝑏𝑖    𝑖 = 1 ,  2 ,  … ,  𝑚 
           𝑥𝑗  ≥ 0           𝑗 = 1 ,  2 ,  … ,  𝑛 
 𝑓𝑘

 ام kمقدار بهینه تابع هدف  ∗

𝑓𝑘
 ام در ماتریس بازده kبدترین مقدار تابع هدف  −

 Max f
1
 = 2x

1
 + 3x

2
 

     Subject to: 
         3x

1
 + 2.5x

2
  ≤ 450   

         2x
1
 + 5x

2
  ≤ 600   

          x1  ≥ 0    ,   x2  ≥ 0 

 Max f
2
 = x

1
 

     Subject to: 
         3x

1
 + 2.5x

2
  ≤ 450   

         2x1 + 5x2  ≤ 600   

          x1  ≥ 0    ,   x2  ≥ 0 
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شود و همچنین مقدار بهینه می امkای که به ازای آن هدف نقطه

شود. بهترین مقدار در ستون تمام اهداف در آن نقطه درج می

k ام برابر است با𝑓𝑘
𝑓𝑘و بدترین مقدار این ستون نیز با   ∗

نشان     −

𝑓𝑘شود. اکنون با داشتن مقادیر  داده می
𝑓𝑘و  ∗

برای تمام اهداف  −

ر امقدهر ریزی سازشی برای توان جواب برتر را به روش برنامهمی

p  .محاسبه کرد 

تابع  )=1L )1p برای فاصله متریک

𝑀𝑖𝑛 𝐿1(𝑋)هدف  = ∑ (
𝑓𝑘

∗−𝑓𝑘(𝑋)

𝑓𝑘
∗−𝑓𝑘

− )𝑟
𝑘=1 

خواهد بود و مدل ریاضی برای مثال تولید 

 کننده تلویزیون به شکل روبروست:

)1x=150 (، جواب بهینه نقطه 3سازی مدل در لینگو )شکل با پیاده

)0=2x,  گردد. مقدار تابع هدف اول و دوم در این نقطه تعیین می

 :150و  300برابر است با 

300) = 0,  150( 1f  150و) = 2 )150  ,0f. 

فرم کلی تابع هدف به صورت  )=2L )2pبرای فاصله متریک 

𝑀𝑖𝑛 𝐿2(𝑋) = √∑ ( 
𝑓𝑘

∗−𝑓𝑘(𝑋)

𝑓𝑘
∗−𝑓𝑘

− )
2

𝑟
𝑘=1 

خواهد بود و مدل ریاضی برای مثال تولید 

 کننده تلویزیون به شکل روبروست:

 2در تابع هدف متغیرها به توان چون 

دیگر یک مدل  اند، مدل حاصلرسیده

(، جواب بهینه 4سازی مدل در لینگو )شکل با پیادهخطی نیست. 

گردد. مقدار تابع هدف تعیین می )x 512.1=1x ,2=45(نقطه 

 :112.5و  360اول و دوم در این نقطه برابر است با 

063) = 45,  512.1( 1f  512.1و) = 2 )512.1  ,45f.  در مدل

استفاده شده است که جذر  sqrtسازی شده در لینگو از تابع پیاده

 کند.یا ریشه دوم یک عبارت را محاسبه می

سازی مقداری مدل است، p=∞یعنی وقتی  L∞برای فاصله متریک 

نهایت رساندن یک عبارت متفاوت است. از نظر ریاضی به توان بی

که شف سازی را بر اساس مفهوم فاصله چبیتوان مدلمعناست. اما میبی

تابع هدف یک انجام داد. بدین منظور اختلاف بین تعریف شده،  ∞=pبرای 

شف برابر صله چبیو  مقدار بهینه آن برای تمام توابع هدف تعیین شده و فا

است با بیشترین اختلاف که باید کمینه شود. در مدل ریاضی این بیشترین 

f2 f1 
 

75 420* 𝑓1
∗ ⇒ ቄ

x1= 75 
x2= 90 

 

150* 300 𝑓2
∗ ⇒ ቄ

x1= 150 
x2= 0

 

   
𝑓2

∗= 150 

𝑓2
−= 75 

𝑓1
∗= 420 

𝑓1
−= 300 

 

 

 ماتریس بازده. 1جدول 

𝑀𝑖𝑛 𝐿1(𝑥1 . 𝑥2) = (
420 −  (2x1 + 3x2)

420 − 300
) + (

150 −  x1 

150 − 75
) 

     Subject to: 
         3x1 + 2.5x2  ≤ 450   
         2x1 + 5x2  ≤ 600   
         x1  ≥ 0    ,   x2  ≥ 0 

ریزی برنامه مدل سازیپیاده .3شکل 
 LINGOدر  1Lسازشی با 

 

𝑀𝑖𝑛 𝐿1(𝑥1. 𝑥2) = √(
420 −  (2x1 + 3x2)

420 − 300
)

2

+ (
150 −  x1 

150 − 75
)

2

 

     Subject to: 
         3x1 + 2.5x2  ≤ 450   
         2x1 + 5x2  ≤ 600   
         x1  ≥ 0    ,   x2  ≥ 0 

 ریزی سازشیبرنامه مدل سازیپیاده .4شکل 
 LINGOدر  1Lبا 

 
𝑀𝑖𝑛 𝐿∞

(𝑋) = 𝑑 
     Subject to: 

         
420 −  (2𝑥1 +  3𝑥2)

420 − 300
≤ 𝑑 

         
150 −  x1 

150 − 75
≤ 𝑑 

         3x1 + 2.5x2  ≤ 450   
         2x1 + 5x2  ≤ 600   
         x1  ≥ 0    ,   x2  ≥ 0 
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شدن در تابع هدف قرار نشان داده شده و با جهت کمینه  dاختلاف با 

برای تعیین اینکه کدام هدف بیشترین فاصله را از مقدار بهینه  گیرد.می

𝑓𝑘هایی به شکل خود دارد محدودیت
∗−𝑓𝑘(𝑋)

𝑓𝑘
∗−𝑓𝑘

− ≤ 𝑑  به مدل اضافه شده و

. مدل حاصل شودهای اصلی، مدل کامل میبا اضافه شدن محدودیت

(، جواب بهینه نقطه 5)شکل خطی بوده و با وارد کردن آن در لینگو، 

)45=2, x 112.5=1x( گردد. مقدار تابع هدف اول و دوم در تعیین می

 :112.5و  360این نقطه برابر است با 

360) = 45,  112.5( 1f  112.5و) = 2 )112.5  ,45f . 

 ریزی سازشی توجه کنید:به چند نکته تکمیلی در مورد روش برنامه

 مدل حل بابدست آمده  هایشود که جواباثبات می 

های ، جوابp مختلف مقادیر ازای به سازشی ریزیبرنامه

های سازشی ها، مجموعه جوابکارا هستند. به این جواب

 .(6)شکل  شودگفته مییا توافقی 

 در سازشی ریزیبرنامه روش به آمده دست به هایجواب 

 آن ابتدای دارند قرار خطیپاره روی بر دوهدفه مسائل

 حاصل جواب آن انتهای و 1L سازیکمینه از حاصل جواب

 .است L∞ کردن مینیموم از

  ،توان میبه منظور در نظر گرفتن اهمیت متفاوت اهداف

در فاصله محاسبه شده برای هر  هاوزن این فاصله محاسبه دربرای هر هدف یک وزن در نظر گرفت و 

 . در این حالت رابطه تابع هدف به شکل زیر خواهد شد: (وزنی سازشی ریزیبرنامه) هدف ضرب شود

𝑀𝑖𝑛 𝐿𝑝(𝑋) = [∑ (𝑤𝑘 ×  
𝑓𝑘

∗ − 𝑓𝑘(𝑋)

𝑓𝑘
∗ − 𝑓𝑘

− )

𝑝𝑟

𝑘=1

]

1
𝑝

 

گیرنده تصمیمبه اخذ اطلاعات اولیه در خصوص ترجیحات ریزی سازشی نیازی در روش برنامهنقاط قوت: 

 آید. یک جواب به عنوان جواب برتر بدست می pهر مقدار همچنین بازای نیست. 

شود و همانگونه که اشاره شد بر گیرنده توجهی نمیبه ترجیحات تصمیم های استفاده از این روش:چالش

همچنین اشاره شد شود. آل یک جواب به عنوان جواب نهایی ارائه میاساس کمینه کردن فاصله از جواب ایده

ای از جوابهای کارا های کارا را بدست آورد و تنها زیرمجموعهتواند تمام جوابکه این روش در حالت کلی نمی

 آیند.های سازشی بدست مییعنی جواب

 بندیجمع
گیری چندهدفه های کارا و جواب برتر در مسائل تصمیمبحث سه روش برای تعیین جوابدر این م

دهی، ریزی سازشی. در روش وزندهی به توابع هدف، تبدیل اهداف به محدودیت و برنامهشدند: وزنمعرفی 

سازی برای هر هدف یک وزن در نظر گرفته شده و مجموع وزنی اهداف به عنوان تابع هدف در یک مسأله بهینه

ریزی برنامه مدل سازیپیاده .5شکل 
 LINGOدر  L∞سازشی با 

 

های سازشی مجموعه جواب .6شکل 
 های کاراجوابای از زیرمجموعه

 



  دکتر احمد جعفرزاده افشاری   مجلسه نه -گیرینظریه تصمیم

8 
 

ر مدل ریاضی به عنوان شود. در روش تبدیل اهداف به محدودیت، مهمترین هدف دتک هدفه درنظر گرفته می

بیشینه شوند  بسته به این که باید شود در حالی که برای سایر اهدافتابع هدف در نظر گرفته شده و بهینه می

که بر محدودیتی  ،ه ازای هر یک از این اهدافبیک مقدار حداقلی یا حداکثری در نظر گرفته شده و  یا کمینه،

ریزی شود. در روش برنامهکمتر یا بیشتر نباشد در مدل تعریف میمقدار هدف از کران تعریف شده اساس آن 

 آل که باید کمینه گردد.سازشی تابع هدف عبارتست از فاصله از جواب ایده

باید تبدیل اهداف به محدودیت اطلاعات مورد نیاز در روش وزنی عبارتست از وزن اهداف، در روش دوم 

یرد و مقدار کران برای سایر متغیرها چقدر باشد. روش سوم نیاز مشخص شود کدام هدف در تابع هدف قرار گ

نوشته شده، با اضافه شدن تابع هدف متریک،  pLا استفاده از رابطه فاصله به هیچگونه اطلاعات اولیه نداشته و ب

 شود. آل تشکیل و حل میریاضی برای کمینه کردن فاصله از نقطه ایده های مسأله، مدلمحدودیت

های توان جوابدهی، با تغیر اوزان میهای کارا را تعیین کنند. در روش وزنروش قادرند جوابهر سه 

آید که در نقاط گوشه )نقاط برخورد کارا را بدست آورد. البته به این صورت تنها جوابهای کارایی بدست می

به  شده تبدیل و کران اهدافبا تغیر تابع هدف  ها( قرار دارند. در روش تبدیل اهداف به محدودیتمحدودیت

های کارای بدست آمده محدود جوابهای کارای مختلف را بدست آورد در حالی که توان جوابمحدودیت می

های کارا را به این روش تعیین کرد. در روش توان تمام جواببه نقاط گوشه نبوده و از منظر تئوریک می

شود در های کارای مختلف میمنجر به حصول جواب pسازشی، تغییر فاصله متریک مورد استفاده یعنی مقدار 

های سازشی یا ها جوابهای کارا که به آنای از جوابحالی که در این روش، در حالت کلی تنها زیرمجموعه

 آیند و نه تمام جوابهای کارا.می شود بدستتوافقی گفته می

 

 اصلی ایده 
اطلاعات 

 نیاز مورد
نحوه تعیین 

 های کاراجواب
در تعیین   عملکرد
 های کاراجواب

دهی به وزن
 توابع هدف

ترکیب تمام اهداف در 
 قالب یک تابع هدف

وزن هر تابع 
 هدف

 تغییر اوزان
های کارای جواب

 ایگوشه

تبدیل اهداف به 
 محدودیت

سازی یک هدف بهینه
با تبدیل سایر اهداف 

 به محدودیت

تابع  تعیین
هدف و مقدار 
سمت راست 
 سایر اهداف

تغییر تابع هدف و 
سمت  مقادیر

 راست سایر اهداف
 کارا هایتمام جواب

ریزی برنامه
 سازشی

یافتن جواب دارای 
کمترین فاصله از 

 آلجواب ایده
- 

فاصله با  محاسبه
 (p)های نرم

 مختلف

های تنها جواب
 سازشی

 

 سازی چندهدفههای بهینهمقایسه روش. 2جدول 
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 یآرمان یزیربرنامه: دهممبحث 

 اهداف یادگیری
 :بود خواهد قادر مبحث این مطالعه از پس خواننده

 دینما انیچندهدفه را ب یریگمیتصم یهاروش ریو تفاوت آن با سا یآرمان یزیرروش برنامه یایمزا. 

 یسازنموده و در مدل انیرا ب ینرم و سخت و انحراف مثبت و منف یهاتیهدف و آرمان، محدود تفاوت 

 .دیاستفاده نما یاز هر کدام به درست یآرمان یزیرمسائل برنامه

 روش مناسب را انتخاب کند یوزن و یتقدم کردیرو بینها، آرمان میانو تبادل  ینسب تیاساس اهم بر. 

 کند ریرا تفس جیو نتاتعیین  را یآرمان یزیرافزار، جواب مسائل برنامهبا استفاده از نرم ای یمیروش ترس به. 

 مروری بر جلسات قبل
سازی هستند. منظور از هدف، بیان ریزی ریاضی و بهینهگیری چندهدفه مبتنی بر برنامههای تصمیمتکنیک

شود. نیز به صورت بیشینه و کمینه بیان میگیرنده است که در آن جهت مطلوب ی تصمیمهاریاضی خواسته

ای تعیین ها باید به گونهها کنترل دارد. مقدار آنگیرنده بر روی آنمتغیرهای تصمیم عواملی هستند که تصمیم

شود و شود که اهداف محقق گردد. منظور از محدودیت، قیدهایی است که بر روی متغیرهای تصمیم گذاشته می

ها، جواب بدست آمده موجه نخواهد بود. هاست و بدون رعایت آنی قابل اجرا بودن راه حلها لازمهرعایت آن

شوند که به آن محدودیت علامت گفته متغیرهای تصمیم عموماً غیرمنفی )بزرگتر یا مساوی صفر( فرض می

 ای موجه، منطقههرد و مجموعه جوابکند، جواب موجه نام داها صدق میی محدودیتشود. جوابی که در همهمی

دهند. جواب بهینه جواب موجهی است که تابع هدف به ازای آن بهترین مقدار را دارد. موجه مسأله را تشکیل می

شود که همزمان در تمامی اهداف بهینه است. به جوابی گفته می آلایدهگیری چندهدفه جواب در مسائل تصمیم

گیرد. به همین حصول نبوده و در منطقه موجه قرار نمیاغلب قابلآل به دلیل تعارضات بین اهداف، جواب ایده

های کارا انتخاب شود. جواب کارا جوابی است سازی چندهدفه جواب نهایی باید از میان جوابدلیل در مسائل بهینه

هداف، های کارا در فضای اپذیر است. به مجموعه جوابکه بهبود در یک هدف تنها با تضعیف اهداف دیگر امکان

های کارا، یک راهکار استفاده از گویند. برای تعیین جواب برتر از میان مجموعه جوابمرز کارایی یا جبهه پارتو می

شده توسط  بخش جوابی است که مقادیر حداقلی تعیینبخش است. جواب رضایترویکرد جواب رضایت

توان به هایی است که میی آرمانی یکی از تکنیکریزبرنامه کند. تکنیکگیرنده برای اهداف را تامین میتصمیم

 بخش مسأله را یافت.های رضایتکمک آن جواب

  1ریزی آرمانیتاریخچه برنامه
ریزی آرمانی را توسعه دادند. روش برنامه 3و ویلیام کوپر 2زندو محقق به نام های آبراهام چار 1961در سال 

ای قرار گرفت و در تحقیقات علمی و مسائل این تکنیک به دلیل کارآمدی در مسائل واقعی، مورد استقبال گسترده
                                                           
1 Goal Programming 
2 Abraham Charnes 
3 William Cooper 
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ریزی آرمانی مبتنی بر فلسفه جواب شود. برنامهعملی همچنان یک روند رو به رشد در استفاده از آن مشاهده می

بخش یعنی  شود. رویکرد رضایتآلیسم مطرح میبخش در مقابل فلسفه ایدهاست. رویکرد رضایت بخشرضایت

بینی صورت گیرد، بدین گیری با واقعآل )مقدار بهینه( دست یافت، تصمیمتوان در همه اهداف به ایدهوقتی نمی

اب شود که این مقادیر حداقلی صورت که سطح حداقلی برای هر هدف تعریف و جوابی به عنوان جواب نهایی انتخ

 بخش است. ریزی آرمانی مبتنی بر جواب رضایترا تامین کند. تکنیک برنامه

 مفهوم آرمان
 هدف تشکیل شده است که همگی باید بهینه شوند:   rریزی چندهدفه از یک مسئله برنامه

𝑂𝑝𝑡𝑖𝑚𝑖𝑧𝑒 𝐹(𝑋) =  {𝑓1(𝑋), 𝑓2(𝑋), …  , 𝑓𝑟(𝑋)} 
شود، آرمان یعنی مقداری برای هر هدف یک سطح مطلوب یا مقدار آرمانی تعیین میریزی آرمانی در برنامه

 گیرنده تمایل دارد بدان دست یابد. آرمان را می توان به سه صورت تعریف کرد:که تصمیم

مقدار : خواهان رسیدن به مقدار آرمان یا فراتر از آن هستیم و تحقق کمتر از آن نامطلوب است. اگر 1نوع 

داده شود، این خواسته را نشان  𝑔𝑜𝑎𝑙𝑝با  هدفاین و مقدار آرمانی برای  𝑓𝑝(𝑋) ام با pشده برای هدف محقق 

𝑓𝑝(𝑋)توان با محدودیتی به شکل می ≥ goalp .میلیون 100برای مثال اگر حداقل سود مورد انتظار  مدل کرد

𝑓(𝑋)و محدودیت متناظر   100مقدار آرمان  تومان باشد، ≥ میلیون  100خواهد بود، یعنی رسیدن به سود  100

 شود.یا بیشتر باعث برآورده شدن آرمان می

: تمایل داریم به مقداری کمتر یا نهایتاً مساوی سطح آرمان دست یابیم و تحقق بیشتر از آن نامطلوب 2نوع 

𝑓𝑝(𝑋)است. این حالت به صورت  ≤ 𝑔𝑜𝑎𝑙𝑝 ای بخواهیم بیش از پروژه مثال اگر دربه عنوان شود. سازی میمدل

𝑓(𝑋)و از نوع دوم است در نتیجه خواهیم داشت:  20سطح آرمان  میلیون تومان هزینه نشود، 20 ≤ 20 

: در حالت سوم دستیابی به مقدار دقیق آرمان مطلوب است نه کمتر و نه بیشتر. محدودیت متناظر به 3نوع 

𝑓𝑝(𝑋)شکل مساوی  = 𝑔𝑜𝑎𝑙𝑝  ،1000مقدار محصول تولیدی باید دقیقاً خواهد بود. مثلاً در یک مسأله تصمیم 

𝑓(𝑋)و بیان ریاضی آن به شکل  1000واحد باشد. در این صورت سطح آرمان  =  خواهد بود. 1000

  
 های سه گانه در تعریف آرمانحالت .1شکل 
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 متغیرهای انحراف از آرمان
حقق تریزی آرمانی بوده و نشان دهنده میزان اختلاف بین مقدار متغیر انحراف یک مفهوم مهم در برنامه

𝑓𝑝(𝑋)  یافته و سطح آرمان تعریف شده برای یک هدف است. به بیان ریاضی داریم:  + 𝑑𝑝
− − 𝑑𝑝

+ = 𝑔𝑜𝑎𝑙𝑝 در

𝑑𝑝این رابطه 
𝑑𝑝ی میزان کمبود نسبت به آرمان است. انحراف منفی نام دارد و مقدار آن نشان دهنده  −

+ 

شود که با افزودن مشاهده می ی انحراف مثبت است یعنی چقدر نسبت به آرمان فزونی یا مازاد داریم.دهندهنشان

باید مقدار های مثبت و منفی انحراف شوند.ها تبدیل به تساوی میهای مربوط به آرماناین متغیرها، محدودیت

بزرگتر از صفر باشند. بر اساس مقدار متغیرهای هر دو توانند همزمان نمیبزرگتر مساوی صفر داشته باشند اما 

 انحراف سه وضعیت مختلف ممکن است رخ دهد:

تغیر انحراف مثبت ممقدار مقدار محقق شده بیش از سطح آرمان باشد،  تحقق مقداری بیش از آرمان: اگر -الف 

𝑑𝑝انحراف منفی صفر است:  و مقدار میزان فزونی نسبت به آرماناست با برابر 
− = 0   ,   𝑑𝑝

+ >  ایهدر پروژ مثلاً.  0

 100هدف تحقق سود 

است.  میلیون تومان

اگر در عمل به سود 

میلیون تومان  120

دست یابیم، با در نظر 

𝑑𝑝 گرفته مقادیر
− = 0 

𝑑𝑝و 
+ = برای  20

𝑓𝑝(𝑋) ی متغیرهای انحراف، تساوی در رابطه + 𝑑𝑝
− − 𝑑𝑝

+ = 𝑔𝑜𝑎𝑙𝑝 :100 = 20 – 0 + 120برقرار شده و داریم   
  سود مورد انتظار است. 100انحراف مثبت و  20انحراف منفی،  0سود تحقق یافته،  120که در آن 

آرمان باشد، متغیر انحراف منفی دارای مقداری  اگر مقدار تحقق یافته کمتر ازتحقق مقدار کمتر از آرمان:  –ب 

برابر با کمبود خواهد 

بود و مقدار انحراف 

 مثبت صفر است:

𝑑𝑝
− > 0   ,   𝑑𝑝

+ = 0 .

ای که مثال پروژهدر 

میلیون  100سود 

تومانی برای آن 

ه و با در نظر میلیون تومان کمبود داشت 15میلیون تومان برسیم  85اگر در واقعیت به سود  هدفگذاری شده بود

𝑑𝑝گرفتن مقادیر 
− = 15   ,   𝑑𝑝

+ = 𝑓𝑝(𝑋) ی برای متغیرهای انحراف تساوی در رابطه 0 + 𝑑𝑝
− − 𝑑𝑝

+ = 𝑔𝑜𝑎𝑙𝑝 
 100انحراف مثبت و  0انحراف منفی،  15سود تحقق یافته،  85که در آن    100 = 0 – 15 + 85شود: برقرار می

  سود مورد انتظار است.
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یعنی انحراف مثبت و منفی نداشته و متغیرهای  برآورده شود اًدقیقتحقق مقداری برابر آرمان: اگر مقدار آرمان  –ج 

انحراف هر دو صفرند: 

𝑑𝑝
− = 0   ,   𝑑𝑝

+ = 0 .

این حالت برای 

ی موضوع مثال پروژه

دهد که وقتی رخ می

 100دقیقاً به سود 

میلیون تومان دست 

𝑓𝑝(𝑋)  یفتن هر دو متغیر انحراف، در رابطهیابیم که با صفر در نظر گر + 𝑑𝑝
− − 𝑑𝑝

+ = 𝑔𝑜𝑎𝑙𝑝 تساوی برقرار

در سمت راست  100در سمت چپ تساوی سود تحقق یافته،  100 این رابطهدر  .  100 = 0 – 0 + 100خواهد بود: 

  مربوط به متغیرهای انحراف منفی و مثبت است. 0سود مورد انتظار بوده و مقادیر 
متغیرهای  ها به کمکآرمانهای مربوط به تحقق ، محدودیتریزی آرمانیمسائل برنامهسازی بنابراین در مدل

توانند مقدار هر دو همزمان نمی شوند وغیرمنفی فرض میشوند. متغیرهای انحراف میتبدیل به تساوی انحراف 

ریزی آرمانی متغیرهای انحراف نامطلوب در تابع هدف قرار داده شده و بزرگتر از صفر داشته باشند. در مدل برنامه

 شود.ریزی آرمانی در ادامه با یک مثال تشریح میسازی مسائل با رویکرد برنامهگردد. چگونگی مدلکمینه می

گیری نماید. سود تصمیم 2و محصول  1خواهد در خصوص مقدار تولید از محصول می ایتولید کنندهمثال: 

تومان است. تولید کننده تمایل دارد که به سود  30، 2و سود هر واحد از محصول  40، 1هر واحد از محصول 

با اضافه کردن . 2x+301x40=  1f  ≤1800است یعنی:   1تومان در هفته برسد. بنابراین آرمان اول از نوع  1800

𝑑1 =1800متغیرهای انحراف داریم: 
− − 𝑑1

++  2x30+ 1x40  که در این رابطه𝑑1
دهیم نامطلوب است و ترجیح می −

𝑑1کمتر نباشد )اگر مقدار  1800سود از  تامقدار آن صفر شود 
دست  1800مثبت باشد یعنی به سودی کمتر از  −

 ایم(.یافته

ساعت  2، یک کارگر باید 1آرمان دوم مربوط به ساعات کار کارگران است. برای تولید هر واحد از محصول 

ساعت کار کند. ترجیح تولید کننده این است که  3، یک کارگر باید 2کار کند و برای تولید هر واحد از محصول 

با اضافه  2x+31x2=  2f  =120ست. یعنی: ا 3ساعت باشد. پس آرمان دوم از نوع  120کل ساعات در هفته دقیقاً 

𝑑2 =120کردن متغیرهای انحراف داریم: 
− − 𝑑2

++  2x+31x2  که در این رابطه𝑑2
𝑑2و  +

در هر دو نامطلوب است.  −

 هاینه کمتر و نه بیشتر شود. پس لازمه تحقق این آرمان صفر شدن انحراف 120تمایل داریم که مقدار  حالتاین 

ساعت در هفته  120ریزی برای تحقق ساعات کار دقیقاً مثبت و منفی است. )دلیل تمایل تولید کننده به برنامه

که بار مالی دارد و اگر کمتر شود بعضی از  استاین است که اگر زمان مورد نیاز بیشتر شود نیاز به اضافه کار 

 . (دارد یشوند که این موضوع نیز تبعاتکارگران بیکار می
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بیش از  1کننده تمایل دارد مقدار تولید از محصول است. تولید 1آرمان سوم مرتبط با مقدار تولید محصول 

متغیر فزودن با ا. x 3f =1  ≥18است یعنی  2واحد نباشد، چون فروش آن دشوار است. در اینجا آرمان از نوع  18

𝑑3 =18انحراف داریم: 
− − 𝑑3

++  1x که در این رابطه𝑑3
 نامطلوب است.و  18دهنده تولید مازاد بر نشان +

انحراف یک رابطه به صورت در نتیجه این مسأله سه آرمان دارد و برای هر کدام با استفاده از متغیرهای 

ریزی آرمانی به شود. در مدل برنامهتساوی و به شکل روبرو تشکیل می

گفته  های نرممحدودیتها، های تشکیل شده برای آرمانمحدودیت

ها منجر به تحقق آنعدمن نامگذاری آن است که ایشود. دلیل می

این مسأله همانند مسائل  دهد.گیرنده کاهش میتصمیمشود اما مطلوبیت جواب را برای غیرموجه شدن جواب نمی

که حتماً باید برآورده شوند. است منابع یابی الزامات فنی و کمهایی مرتبط با سازی مشابه، دارای محدودیتبهینه

 اولیه هماد گرمکیلو 1 به 2و برای محصول  گرمکیلو 2 به 1در مورد مواد اولیه است. برای محصول  اول حدودیتم

اولیه در هفته مصرف شود. چون خرید  هماداز این  گرمکیلو 50حداقل ای باشد که باید بگونهریزی برنامهنیاز است. 

خواهد بود.  x 1x2 +2  ≤50به صورت  پذیر نیست. بنابراین محدودیت اولامکان گرمکیلو 50کمتر از حجم در 

هر کدام یک ساعت دستگاه  2و محصول  1ل واحد محصمحدودیت دوم در ارتباط با دستگاه است. برای تولید هر و

پس   ساعت است. 75باید کار کند. کل ساعاتی که دستگاه را در هفته در اختیار داریم 

 های سختمحدودیتها، باشد. به این محدودیتمی .x 1x +2  ≥75به شکل  محدودیت دوم

  شود.غیرموجه میهای ها منجر به جوابعدم ارضای آنشود زیرا گفته می

 ریزی آرمانیبرنامهمدل عمومی 
ریزی آرمانی به مدل برنامهشکل عمومی یک 

ریزی آرمانی، صورت روبرو است. در یک مدل برنامه

ابتدا برای هر آرمان به روش تشریح شده در قسمت 

قبل، با استفاده از متغیرهای انحراف یک رابطه 

. شود که محدودیت نرم نام داردمی ریاضی به صورت تساوی نوشته

ف نامطلوب بوده و بهترین در هر محدودیت نرم برخی متغیرهای انحرا

ریزی آرمانی تابع هدف ها صفر است. برای مدل برنامهمقدار برای آن

شود و باید کمینه مطلوب نوشته میبر حسب متغیرهای انحراف نا

های مربوط به های سخت و محدودیتد. با افزودن محدودیتشو

غیرمنفی بودن متغیرهای تصمیم و متغیرهای انحراف، مدل کامل 

ریزی آرمانی برای مثال به صورت شود. بر این اساس مدل برنامهمی

شود که تابع هدف باید تابعی روبروست. در این مدل ملاحظه می

𝑑1باشد از متغیرهای انحراف نامطلوب یعنی 
−, 𝑑2

+, 𝑑2
−,  𝑑3

. دو رویکرد اصلی برای تشکیل تابع هدف در مسائل +

 .وزنیو روش  تقدمیدر ادامه تشریح خواهند شد، عبارتست از روش ریزی آرمانی و تعیین جواب که برنامه

Min   𝐚 = h(d1
+, d1

−, d2
+, d2

−, … , dr
+, dr

−)   
    Subject to: 
        fp(X)+dp

− − dp
+ = goalp       p = 1 ,  2 ,  … ,  r 

       gi(X) ≤ bi         i = 1 ,  2 ,  … ,  m 
       xj ≥ 0                 j = 1 ,  2 ,  … ,  n 

       dp
+ ≥ 0  ,  dp

− ≥ 0      p = 1 ,  2 ,  … ,  r 

 
𝑀𝑖𝑛   𝒂 = ℎ(𝑑1

−, 𝑑2
+, 𝑑2

−,  𝑑3
+)   

    Subject to: 
40x

1
+ 30x

2
 + 𝑑1

− − 𝑑1
+= 1800 

2x
1
+3x

2
 + 𝑑2

− − 𝑑2
+= 120 

x
1
 + 𝑑3

− − 𝑑3
+= 18 

2x
1
 + x

2
 ≥ 50 

x
1
 + x

2
 ≤ 75 

𝑥1 ≥ 0     , 𝑥2 ≥ 0 

𝑑1
+ ≥ 0 ,  𝑑2

+ ≥ 0 , 𝑑3
+ ≥ 0 

𝑑1
− ≥ 0 , 𝑑2

− ≥ 0 , 𝑑3
− ≥ 0 

40x1+ 30x2 + 𝑑1
− − 𝑑1

+= 1800 
2x1+3x2 + 𝑑2

− − 𝑑2
+= 120 

x1 + 𝑑3
− − 𝑑3

+= 18 

 های نرممحدودیت

2x1 + x2 ≥ 50 
x1 + x2 ≤ 75 

 های سختمحدودیت
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4ریزی آرمانی تقدمیبرنامه
 

بندی ریزی آرمانی، متغیرهای انحراف از نظر میزان اهمیت اولویتبر اساس منطق رویکرد تقدمی در برنامه

که دارای اهمیت بسیار بیشتر  1گیرند. ابتدا متغیرهای انحراف اولویت قرار می L، ... تا 2، 1شده و در سطوح 

شوند با کمینه می 2شوند. سپس متغیرهای انحراف اولویت نسبت به سایر متغیرهای انحراف هستند، کمینه می

متوالی  هایسازیاین قید که مقادیر بهینه بدست آمده برای متغیرهای انحراف اولویت بالاتر تغییر نکند. این بهینه

مرحله نسبت به  قابل قبولمنطقه سازی تشکیل شده برای هر مرحله، مسأله بهینهدر  .بدیاتا آخرین سطح ادامه می

تبدیل به یک نقطه شود، یعنی تنها یک جواب  قابل قبولبنابراین اگر در یک مرحله منطقه  شود.قبل کوچکتر می

ریزی آرمانی تقدمی به صورت یابد. شکل عمومی تابع هدف در برنامهاشته باشیم، فرایند حل پایان مید

𝐿𝑒𝑥 𝑀𝑖𝑛   𝒂 = [ℎ1(𝒅+, 𝒅−), ℎ2(𝒅+, 𝒅−), … , ℎ𝐿(𝒅+, 𝒅−)] باشد. در این رابطه منظور از میℎ𝑖(𝒅+, 𝒅−) 

 است.  iمتغیرهای انحراف قرار گرفته در سطح 

 اند:بندی شدهگیرنده بدین صورت اولویتها از نظر تصمیمدر مثال تولید کننده،. فرض کنید که آرمان مثال:

است. بنابراین در بالاترین اولویت متغیر انحراف نامطلوب مربوط به آرمان  1800بالاترین اولویت تحقق سود  •

𝑑1 =1800سود 
− − 𝑑1

++  
2

x30+ 
1

x40  یعنی𝑑1
ℎ1 باید کمینه گردد:  − =  𝑑1

−     

𝑑2 =120ساعت در اولویت دوم است. در محدودیت این آرمان  120تحقق حجم کار  •
− − 𝑑2

++  
2

x+3
1

x2 

𝑑2متغیرهای انحراف نامطلوب 
𝑑2و  −

در اولویت دوم هستند که  +

ℎ2ها باید کمینه شود: بوده و مجموع آن = (𝑑2
− + 𝑑2

+). 

واحد با محدودیتی به  18از  1عدم فزونی مقدار تولید محصول  •

𝑑3 =18شکل 
− − 𝑑3

++  
1

x   .در اولویت آخر قرار گرفته است

𝑑3  متغیر انحراف نامطلوب برای این آرمان، 
در اولویت سوم ، +

ℎ3 : سازی استکمینه =  𝑑3
+. 

های فوق به صورت شکل نهایی تابع هدف بر اساس اولویت

𝐿𝑒𝑥 𝑀𝑖𝑛   𝒂 = [𝑑1
−, (𝑑2

− + 𝑑2
+), 𝑑3

خواهد بود و با افزودن   [+

 های نرم و سخت مدل کامل به صورت روبرو است:محدودیت

تعیین جواب این مدل با توجه به این که به منظور درک بهتر مراحل حل، 

دارای دو متغیر تصمیم است ابتدا به روش ترسیمی انجام شده و سپس 

 شود.افزار لینگو تشریح میچگونگی حل آن با استفاده از نرم

 ریزی تقدمی به روش ترسیمیحل مدل برنامه

های سخت: ابتدا باید با توجه محدودیت، تعیین منطقه موجه بر اساس 1گام 

گفته شد، منطقه موجه  8های سخت و به روشی که در مبحث به محدودیت

  کنید.ملاحظه می 2ا تعیین کرد که نتیجه را در شکل مسأله ر

                                                           
4 Lexicographic Goal Programming 

منطقه موجه بر اساس  .2شکل 
 های سختمحدودیت

𝐿𝑒𝑥 𝑀𝑖𝑛   𝒂 = [𝑑1
−, (𝑑2

− + 𝑑2
+), 𝑑3

+]   
    Subject to: 

40x
1
+ 30x

2
 + 𝑑1

− − 𝑑1
+= 1800 

2x
1
+3x

2
 + 𝑑2

− − 𝑑2
+= 120 

x
1
 + 𝑑3

− − 𝑑3
+= 18 

2x
1
 + x

2
 ≥ 50 

x
1
 + x

2
 ≤ 75 

𝑥1 ≥ 0     , 𝑥2 ≥ 0 

𝑑1
+ ≥ 0 ,  𝑑2

+ ≥ 0 , 𝑑3
+ ≥ 0 

𝑑1
− ≥ 0 , 𝑑2

− ≥ 0 , 𝑑3
− ≥ 0 
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ای که مقدار انحراف ، رسم نمودار آرمان اولویت اول و تعیین ناحیه2گام 

شود: در دومین گام محدودیت مربوط به متغیر انحراف مربوطه کمینه می

گیرد. ابتدا نمودار دارای بالاترین اولویت یعنی سود مورد توجه قرار می

شود. یعنی محدودیت این آرمان با حذف متغیرهای انحراف رسم می

𝑑1=1800محدودیت نرم 
− − 𝑑1

++ 
2

x+30
1

x40  تبدیل به

1800=
2

x+30
1

x40 (. این خط 3شکل )شود شده و خط مربوطه رسم می

سود به دست  1کند. در ناحیه منطقه موجه را به دو قسمت تقسیم می

𝑑1)است یعنی انحراف منفی بزرگتر از صفر  1800آمده کمتر از 
− > و  (0

𝑑1)انحراف مثبت صفر است 
+ = 𝑑1. فلشی که کنار (0

ی دارای انحراف منفی ی ناحیهدهندهنوشته شده نشان −

شود. با توجه به این که انحراف منفی مقدار انحراف منفی بیشتر می جلوتر برویماست و هر چه در جهت این فلش 

انحراف مثبت مقدار بزرگتر از صفر  2الامکان نباید وارد این منطقه شد. در ناحیه برای سود نامطلوب است، حتی

𝑑1)د دار
+ > خواهد بود. بدیهی است که انحراف منفی در این منطقه صفر است  1800یعنی سود بیش از  (0

(𝑑1
− = 𝑑1). در نقاط بر روی خط هر دو انحراف صفر است (0

− = 𝑑1
− = ای بر روی . بنابراین با انتخاب هر نقطه(0

𝑑1متغیر انحراف دارای بالاترین اولویت یعنی  2خط یا در منطقه 
ی بهترین مقدار ممکنه یعنی صفر خواهد دارا −

کمترین مقدار یعنی صفر باشد باید جواب از منطقه دارای  1برای این که متغیر انحراف دارای اولویت در نتیجه بود. 

 انتخاب شود. 2

شود: آرمان دوم نفر ای که مقدار انحراف مربوطه کمینه می، رسم نمودار آرمان اولویت دوم و تعیین ناحیه3گام 

𝑑2 =120ساعت کارگران است 
− − 𝑑2

++  
2

x+3
1

x2  مشابه گام قبل نمودار .

رسم  2x+31x2  =120محدودیت مربوطه پس از حذف متغیرهای انحراف 

های مثبت و منفی هر دو نامطلوب انحرافدر این اولویت،  (.4شود )شکل می

𝑑2های بوده و حرکت در جهت هیچ یک از فلش
𝑑2و  −

مجاز نیست چون  +

در  نقاط ساعت کمتر یا بیشتر شود.  120شود نفر ساعت کاری از باعث می

های مثبت و منفی هر دو صفر روی نمودار خط مربوط به این آرمان انحراف

ای بر روی ها صفر شود باید نقطهمجموع انحرافبرای این که پس ، است

نقاط بهینه  خط به عنوان جواب در نظر گرفته شود. اشاره شد که در تعیین

های بالاتر تنزل پیدا کند. با توجه اولویت نباید مقادیر بهینه تعیین شده برای اولویتیک  برای متغیرهای انحرافِ

بنابراین تنها نقاطی از نمودار مربوط  است،مجاز  2ر منطقه تخاب نقاط دتنها ان، 2به این که بر اساس نتیجه گام 

به آرمان اولویت دوم باید انتخاب شوند که در این ناحیه قرار دارند. یعنی انتخاب از میان نقاطی که بر روی پاره 

 قرار دارند مجاز خواهد بود. 4در شکل  ABخط 

نمودار  این بار شود:ای که مقدار انحراف مربوطه کمینه میتعیین نقطه، رسم نمودار آرمان اولویت سوم و 4گام 

𝑑3 =18) 1واحدی تولید از محصول  18سوم یعنی سقف آرمان 
− − 𝑑3

++  1x )یرهایبدون در نظر گرفتن متغ 

 1نمودار آرمان اولویت  .3شکل 

 2نمودار آرمان اولویت  .4شکل 
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در سمت چپ خط، آرمان کاملاً  .(5)شکل  1x  =18: شودیرسم مانحراف 

𝑑3)است  18شود، چون مقدار تولید کمتر از برآورده می
+ = 0 , 𝑑3

− > 0) .

𝑑3در حالی که در نقاط سمت راست خط متغیر انحراف نامطلوب یعنی 
+ 

هیچ  1x=18مقدار مثبت خواهد داشت. از آن جا که در سمت چپ خط 

( قرار ABیک از نقاط قابل قبول تعیین شده در مرحله قبل )پاره خط 

ای که اید بهترین نقطه را در سمت راست تعیین کنیم یعنی نقطهب ،ندارد

با حرکت  .و در منطقه قابل قبول قرار گرفته است کمترین انحراف را دارد

ول که به اولین نقطه در منطقه قابل قب خط به موازات خود به سمت راست

𝑑3نقطه کمترین مقدار است. این  Aنقطه  شویم،آن وارد می
را دارد. با  +

𝑑3توجه به این که 
نقطه بهینه بوده و فرایند حل مسأله  Aها بود، نقطه آخرین اولویت تعیین شده برای انحراف +

ف شده بود با توجه به این که های دیگری نیز برای مسأله تعریرسد. باید توجه داشت که اگر اولویتبه پایان می

دیگری غیر های بعدی نبود چون حق انتخابی اند، نیازی به بررسی اولویتنقاط قابل قبول به یک نقطه تقلیل یافته

 .باقی نمانده است Aاز نقطه 

 برای شده تعریف اولویت به توجه با که A نقطه: هاآرمان از انحراف مقدار و بهینه نقطه مختصات تعیین ،5 گام

 ریاضی رابطه. است دوم و اول هایآرمان برخورد محل شد، تعیین بهینه نقطه عنوان به نامطلوب انحراف متغیرهای

 نشان دستگاه جواب و گرفته قرار دستگاه یک در انحراف متغیرهای گرفتن نظر در بدون آرمان، دو این به مربوط

. است تصمیم متغیرهای مقادیر یعنی بهینه نقطه مختصات یدهنده

 از واحد 20 و 1 محصول از واحد 30 باید آمده بدست جواب اساس بر

 متغیرهای مقدار دهیم، قرار هاآرمان به مربوط روابط در را( x 30=1x ,2=20) نقطه اگر. شود تولید دوم محصول

 :آیدمی بدست انحراف

 صفر دوم و اول اولویت هایانحراف یعنی آمده بدست 120 و 1800 کار ساعات و سود مقدار که شودمی ملاحظه

𝑑3 سوم سطح نامطلوب انحراف مقدار اما اند شده
تولید  قداررد مدا تمایل گیرندهتصمیمگرچه . است شده 12 برابر +

های دارای اولویت اما چون این آرمان در اولویت سوم قرار گرفته، تحقق آرمان نشود بیشتر 18 از 1 محصولاز 

توان برای این انحراف نامطلوب در نظر بالاتر، صفر شدن این انحراف را غیرممکن ساخته و کمترین مقداری که می

 خواهیم داشت. 1ز محصول ا 18تولید مازاد بر مقدار آرمان  انحراف واحد 12 اندازه بهاست یعنی  12گرفت برابر با 

  

 3نمودار آرمان اولویت  .5شکل 
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 Lingoریزی آرمانی تقدمی با حل مدل برنامه

ریزی آرمانی با رویکرد تقدمی تنها برای مسائل کوچک و به استفاده از روش ترسیمی در حل مسائل برنامه

سازی کمک گرفت. افزارهای بهینهمنظور درک منطق و مراحل این روش مفید است. برای مسائل بزرگتر باید از نرم

های تعریف شده برای به تعداد اولویتباید ز لینگو ریزی آرمانی تقدمی، با استفاده ابرای تعیین جواب مسائل برنامه

 شود. سازی به صورت متوالی انجام شود. چگونگی انجام کار بر روی مثال تشریح میها، بهینهآرمان

در اولین گام مدل  :1 اولویت هایاز آرمان انحراف کردن کمینه، 1گام 

تابع  و (6)شکل  شوددر لینگو وارد میهای سخت و نرم محدودیتشامل 

یعنی  1اولویت انحراف  سازی متغیرعبارتست از کمینهدر این مدل هدف 

𝑑1
مثبت و منفی علائم توان از چون در نامگذاری متغیرها در لینگو نمی. −

( plus)اختصار  pو مثبت با ( minus)اختصار  mمنفی با  رد،استفاده ک

𝑑1متغیر مثال ه شده است. به عنوان نشان داد
𝑑1و  d1mبه صورت  −

به  +

شود. با نوشتن سه محدودیت نوشته می Min=d1m. بنابراین تابع هدف به صورت اندنامگذاری شده d1pصورت 

آید. یعنی بدست می d1m=0شود. در جواب بهینه مقدار تابع هدف نرم و دو محدودیت سخت، مدل کامل می

  شود.یا بیشتر( به طور کار برآورده می 1800آرمان اول )سود 

 آرمان سطوح حفظ با 2 اولویت هایانحراف از آرمان کردن ، کمینه2گام 

𝑑2های قرار گرفته در اولویت دوم آرماندر قدم بعدی : 1 اولویت
𝑑2و  −

+ 

برای این . Min=d2m+d2Pعنی تابع هدف عبارتست از یشوند، کمینه می

های بالاتر حفظ های اولویتکه مقادیر بهینه بدست آمده برای انحراف

شود. یعنی در هر مرحله به به مدل اضافه می d1m=0شود، محدودیت 

ℎ𝑖هایی به شکل های قبلی محدودیتتعداد اولویت = ℎ𝑖
به مدل اضافه  ∗

ℎ𝑖و  iمتغیرهای انحراف سطح  ℎ𝑖شد که  خواهد
طبق جواب  است. iها در گام مقدار بهینه بدست آمده برای آن ∗

 اند.متغیرهای انحراف اولویت دوم نیز صفر شده (7شکل)مدل وارد شده در لینگو بهینه 

 آرمان سطوح حفظ با 3 اولویتهای انحراف از آرمان کردن کمینه، 3گام 

: در سومین گام، متغیر انحراف نامطلوب اولویت سوم 2 و 1 هایاولویت

𝑑3
. در کنار Min=d3p: شودمیکمینه گرفته و در تابع هدف قرار  +

حفظ سطح مربوط به  d1m=0های نرم و سخت و محدودیت محدودیت

برای عدم تخطی از  d2m+d2p=0بهینه آرمان اولویت اول، محدودیت 

(. 8شود )شکل یز به مدل اضافه میوم نهای سطح دآرمانی مقدار بهینه

 بدست (x 30=1x ,2=20) و نقطه بهینه  12p = 3dمدل داریم با حل 

برای آرمان شده ولی کامل برآورده  2و  1اولویت  هایاست: انحراف آید. نتیجه نهایی همانند روش ترسیمیمی

 اریم.نامطلوب دواحد انحراف  12سوم اولویت 

 1سازی آرمان اولویت کمینه .6شکل 

 2سازی آرمان اولویت کمینه .7شکل 

 3سازی آرمان اولویت کمینه .8شکل 
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5ریزی آرمانی وزنیبرنامه
 

 ها مدنظر باشد.ها و تبادل بین آنشود که مقایسه مستقیم آرمانریزی آرمانی وزنی وقتی استفاده میبرنامه 

ریزی سازی چندهدفه، در روش برنامههای بهینههمانند منطق روش وزن دهی به توابع هدف از مجموعه روش

نشان که های نامطلوب با در نظر گرفتن وزنی تمامی انحرافآرمانی وزنی، 

 گیرد:با هم جمع شده و در تابع هدف قرار میاست ی اهمیت هر کدام دهنده
ی هاوزن. گیرندتنها متغیرهای انحراف نامطلوب قرار میدر تابع هدف 

باید مثبت بوده و معمولاً مجموع  تخصیص یافته به این متغیرهای انحراف

سازی مقیاسفاکتور بیدر رابطه فوق  pkثابت  شود.در نظر گرفته می 1ها آن

ام pبرابر سطح آرمان هدف  معمولاً pkمقدار  های متفاوت باشند.رود که اهداف دارای مقیاساست و زمانی بکار می

و با تقسیم هر متغیر انحراف بر مقدار  در نظر گرفت

 .شودمقیاس میهدف برای مربوطه، مقدار کسر بی

با تابع ریزی آرمانی وزنی شکل عمومی مدل برنامه

های نرم و سخت به هدف فوق و افزودن محدودیت

 باشد:مدل به شکل روبرو می

تولیدکننده به روش مثال برای حل  مثال:

های برای انحراف دکنیریزی آرمانی فرض برنامه

های سود، ساعت کار و مقدار آرماننامطلوب از 

 0.3و  0.4به ترتیب ضرائب  1تولید از محصول 

در نظر گرفته شده است. متغیرهای  0.3و 

با اند، با هم جمع شدهضرب و انحراف در اوزان 

به گیری اهداف، اندازه هایتوجه تفاوت واحد

هر متغیر انحراف بر  ،سازیمقیاسمنظور بی

  یم شده است.سطح آرمان مربوطه تقس

برای بدست آوردن جواب مدل از لینگو 

در لینگو چگونگی درج مدل گیریم. کمک می

. آمده است 9ه در شکل و جواب بهینه حاصل

به  2و  1مقدار تولید محصول در نقطه بهینه 

 10. در شکل استواحد  28و  18ترتیب 

شود که نقطه بهینه محل برخورد ملاحظه می

این نقطه انحراف در است.  3و  2های آرمان

                                                           
5 Weighted Goal Programming 

𝑀𝑖𝑛  𝒂 =
0.4 × 𝑑1

−

1800
+

0.3 × (𝑑2
− + 𝑑2

+)

120
+

0.3 × 𝑑3
+

18
 

    Subject to: 
40x

1
+ 30x

2
 + 𝑑1

− − 𝑑1
+= 1800 

2x
1
+3x

2
 + 𝑑2

− − 𝑑2
+= 120 

x
1
 + 𝑑3

− − 𝑑3
+= 18 

2x
1
 + x

2
 ≥ 50 

x
1
 + x

2
 ≤ 75 

𝑥1 ≥ 0     , 𝑥2 ≥ 0 

𝑑1
+ ≥ 0 ,  𝑑2

+ ≥ 0 , 𝑑3
+ ≥ 0 

𝑑1
− ≥ 0 , 𝑑2

− ≥ 0 , 𝑑3
− ≥ 0 

 ریزی آرمانی وزنی در لینگوسازی مدل برنامهپیاده .9شکل 

Min   𝐚 = ∑ (
𝑤𝑝

+.𝑑𝑝
+

𝑘𝑝
+

𝑤𝑝
−.𝑑𝑝

−

𝑘𝑝
)𝑟

𝑝=1    

    Subject to: 
        fp(X)+dp

− − dp
+ = goalp       p = 1 ,  2 ,  … ,  r 

       gi(X) ≤ bi         i = 1 ,  2 ,  … ,  m 
       xj ≥ 0                 j = 1 ,  2 ,  … ,  n 

       dp
+ ≥ 0  ,  dp

− ≥ 0      p = 1 ,  2 ,  … ,  r 
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که انحراف مربوط به  حالیصفر شده است، در  3و  2های آرماننامطلوب 

ت آمده سبدست آمده است. یعنی در جواب بد 240سود آرمان اول یعنی 

 یعنی سود هدفگذاری شده برای مقدارریزی آرمانی وزنی، از به روش برنامه

ار دو دمق در عوضشود اما صرف نظر  بایدتومان  240 میزان به  1800

مقدار تابع هدف بر اساس خروجی لینگو  است.شده صفر دیگر انحراف 

عدد این است این . مفهوم به دست آمده است  5.03%ا ی  a=0.053رابر با ب

های تعریف از کل آرمانها، و با در نظر گرفتن وزنصورت تجمعی که به 

. ها برآورده نشده استآندرصد  %5.03اندازه حدود  شده بطور میانگین به

بیانگر ریزی آرمانی وزنی در روش برنامهمقدار تابع هدف به طور کلی 

به طور کامل برآورده  های آرماناگر مقدار تابع هدف صفر شود یعنی همه میانگین انحراف از سطوح آرمان است.

  اند.شده

 جمع بندی
 کردیرو فلسفهمبتنی است بر که بود ریزی آرمانی تکنیک برنامه موضوع این جلسه آشنایی با

 عبارت است از: نیازهای استفاده از این روش پیشآل. های ایدهبه جواب رسیدن کردیدر مقابل رو بخشتیرضا

 سخت و نرم،  یهاتیمحدود نییتع 

  های نرمبرای محدودیت سطح آرمان ریمقادتعین، 

 (،یروش تقدمدر سطوح آرمان ) یبندتیاولو 

  (یروش وزندر انحراف ) یرهایوزن متغتعین . 

پیشنهاد این یک است.  پارامترها یبرا هیمقدار اول نییتعریزی آرمانی وجود دارد لشی که در روش برنامهاچ

تحلیل حساسیت مقادیر ی بدست آمده و با هاجواب رده و بر اساسشروع کر اولیه یداها و مقتخمین با است که

 . پارامترها تعین شودمناسب 

دارد و به این دلیل بیش از سایر ریزی آرمانی تقدمی کارآمدی بسیاری در مسائل واقعی رویکرد برنامه

 بل ذکر است:در خصوص این روش نکات زیر قا. دشوریزی آرمانی استفاده میویکردهای برنامهر

  مقادیر انحراف به صورت سازی بهینهاست و به مقایسه مستقیم انحراف در اهداف عدم نیاز مزیت این روش

 . شودمجزا انجام می

 های به دست جواب توجه به این موضوع. در صورت عدمخیلی دست بالا در نظر گرفته شوندنباید ها آرمان

برای تعیین مقدار . گیرنده برخوردار نباشندچندانی از منظر تصمیماست از کیفیت و مطلوبیت آمده ممکن 

های سخت ه همراه محدودیتو ب هدف در نظر گرفتتابع به عنوان توان ابتدا آن را آرمان برای هر هدف می

سازی نشان دهنده بالاترین ست آورد. مقدار بهینه برای این هدف، در حالت بیشینهدجواب بهینه مسأله را ب

توان برای آرمان در نظر گرفت. ترین سطحی است که میدهنده پائینسازی نشانسطح و در حالت کمینه

جواب بهینه در روش  .10شکل 
 ریزی آرمانی وزنی برناه
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از مقدار بهینه سازی( سازی )کمینهدر حالت بیشینهبرای هر هدف شده منظور مقدار آرمان منطقی نیست 

 باشد. ( کمتربیشتر )

  5توصیه شده که حداکثر نباید خیلی زیاد باشد. ریزی آرمانی تقدمی در روش برنامهاولویت تعداد سطوح 

 ها در نظر گرفته شود.بندی آرمانسطح برای اولویت

، بعد از روش تقدمی در رتبه دوم است ریزی آرمانی وزنیرویکرد برنامهعلیرغم این که از نظر میزان استفاده، 

ریزی ی که از روش برنامهتحقیقاتاز درصد  25حدود در  1990یک روند افزایشی دارد. قبل از سال اما استفاده از آن 

 یافته است.افزایش  %40های اخیر این نسبت به اما در سالشد، استفاده میوزنی روش کردند، آرمانی استفاده می

این روش انعطاف ها موجب آرمان زنامکان تغییر و نسبت به روش تقدمی است.لیل انعطاف بیشتر آن مهمترین د

تواند توازن بیشتری آید، میمقادیری که به عنوان انحراف در اهداف مختلف به دست می در نتیجه آنشده است. 

. برای تعیین وزن انحرافات نامطلوب های نامطلوب تعیین شودانحرافوزن لازم است داشته باشد. در این روش 

 استفاده نمود.دهی وزنها یا سایر روش AHP توان از روشمی

وجود ریزی آرمانی سازی و حل مسائل برنامهنیز برای مدلشف ریزی آرمانی چبیرویکرد سومی به نام برنامه

ریزی سازشی با متریک مشابه روش برنامهدارد که 

∞L  که  متغیر انحراف نامطلوبیاست. در این رویکرد

مدل ریاضی  شود.ارد، کمینه میبزرگترین مقدار را د

این رویکرد به شکل مقابل است. این روش در 

مند سرفصل درس نبوده و دانشجویان علاقه

توانند برای آشنایی بیشتر با آن به این منبع می

 مراجعه کنند:
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Min   𝐚 = 𝜆   
    Subject to: 

        
𝑤𝑝

+. 𝑑𝑝
+

𝑘𝑝
+

𝑤𝑝
−. 𝑑𝑝

−

𝑘𝑝
≤ λ       p = 1 ,  2 ,  … ,  r 

        fp(X)+dp
− − dp

+ = goalp       p = 1 ,  2 ,  … ,  r 

       gi(X) ≤ bi         i = 1 ,  2 ,  … ,  m 
       xj ≥ 0                 j = 1 ,  2 ,  … ,  n 

       dp
+ ≥ 0  ,  dp

− ≥ 0      p = 1 ,  2 ,  … ,  r 

 


