
 به نام خدا

 سازی ریاضیتعریف مدل

ریاضی عبارت است از بیان ریاضی رفتار فیزیکی و شیمیایی تغییرات و تحولات انجام یافته در یک سازی مدل

های بندی مسئله، حل معادلهسازی ریاضی شامل سه مرحله اساسی فرمولیا چند سامانه مرتبط با یکدیگر. مدل

 باشد. حاصل و تحلیل نتایج می

 سازی ریاضیکاربرد مدل

ها و پارامترهای آن با استفاده از یک واحد برای تعیین سینتیک واکنش، 1در تحقیق و توسعه ❖

و نیز به منظور  3، بررسی اثر شرایط عملیاتی، تعیین شرایط بهینه فرایند2آزمایشگاهی یا واحد پیشتاز

 شود. های ریاضی استفاده میاز مدل 4افزایش مقیاس

های مختلف فرایندی بر یکدیگر، ، بررسی اثر بخش6، به منظور تعیین اندازه و آرایش فرایند5در طراحی ❖

اندازی، هنگام توقف و به طور کلی سازی فرایند در هنگام راهتعیین استراتژی کنترل فرایند، شبیه

 شود. سازی ریاضی استفاده میسازی در شرایط گذرا از مدلشبیه

کردن  ها، بهینهکاهش گلوگاه یابی و رفع معضلات کنترل فرایند،، به منظور عیب7در عملیات واحد ❖

 شود. های ریاضی استفاده میاندازی و عملیاتی از مدلهای راهشرایط عملیاتی و آموزش

 سازیهای مدلروش

 ها عبارتند از:ترین آنسازی وجود دارند که مهمهای مختلفی در مدلبه طور کلی شیوه

 9سازی نظریو ب( مدل 8سازی تجربیالف( مدل

شوند. سپس با رسم گیری میهای متعدد، متغیرهای مختلف اندازهازی تجربی با انجام آزمایشسدر مدل

 دید سازیگردند. در این نوع مدلآید و پارامترهای مدل تعیین میها به دست میای میان آنمتغیرها، رابطه

ه تجربی که صرفا از نتایج نسبت به نوع معادله و ارتباط متغیرها با یکدیگر وجود ندارد و یک رابط تئوری

 باشد.آزمایشگاهی به دست آمده است، بیانگر مدل می
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های تجربی، رابطه بین متغیرها از یک تئوری به دست آمده است، ولی پارامترهای سازیدر برخی از مدل

 گویند.تجربی میسازی نیمهسازی را مدلآیند. این نوع مدلها به دست میمدل با انجام آزمایش

بندی سازی ریاضی با استفاده از قوانین اساسی و قوانین ویژه، مسئله فرمولسازی نظری یا مدلدر مدل

ها رابطه بین آید، سپس با حل این معادلهشود و معادله ریاضی حاکم بر متغیرهای سامانه به دست میمی

 شود. متغیرها حاصل می

 سازی ریاضیاهداف مدل

 ها یا تغییر در شرایط عملیاتیتغییر در ورودیر اساس بینی رفتار فرایند بپیش ❖

 تعیین اندازه و مشخصات فرایند جهت طراحی ❖

 تعیین یا اصلاح مقادیر عددی پارامترهای مدل با تطبیق نتایج حاصل از مدل و آزمایش ❖

 تعیین وابستگی و اثر متقابل پارامترها و متغیرهای مدل ❖

 سازی ریاضیمراحل مدل

باشد که در ادامه ها و تحلیل نتایج میبندی مسئله، حل معادلهگانه فرمولامل مراحل سهسازی شاصول مدل

 شود:این مراحل شرح داده می

بندی عبارت است از به کارگیری قوانین عمومی شیمیایی و فیزیکی از جمله قانون بقای جرم، ( اساس فرمول1

ه ذکر است که قوانین عمومی در ابتدا برای یک سامانه قانون بقای انرژی و قانون بقای اندازه حرکت. لازم ب

سازی ریاضی لازم است که از این قوانین در حجم کنترل استفاده شود. بنابراین اند ولی در مدلبسته بیان شده

 ابتدا باید قوانین عمومی از سامانه بسته به حجم کنترل تعمیم داده شوند. 

 مورد توجه قرار گیرد:بندی یک مدل باید نکات زیر در فرمول

ها و اتلاف وقت است. انجام ها برای جلوگیری از پیچیده شدن معادلهاعمال فرضهای مدل: فرض ❖

 ای باشد که تضادی با شرایط فیزیکی و شیمیایی مسئله نداشته باشد.فرضیات باید به گونه

های زیر بندیاز فرمولهای مدل معمولا یکی بندی: با توجه به شرایط، پیچیدگی و فرضنوع فرمول ❖

 گردد:برای رسیدن به جواب واقعی انتخاب می

 12بندی انتگرالیو ج( فرمول 11بندی دیفرانسیلی، ب( فرمول10ایبندی کلی یا تودهالف( فرمول

سازگاری ریاضی مدل: باید تعداد متغیرهای مجهول با تعداد معادلات تعیین شده برابر باشند تا درجه  ❖

 برابر با صفر باشد.آزادی سامانه 

                                                           
10 Lump formulation 
11 Differential formulation 
12 Integral formulation 



ها نیز برای مرتب کردن معادلهها، ها: برای اطمینان از هماهنگی در واحد کمیتبدون بعد کردن معادله ❖

 بعد شوند.ها، بهتر است که معادلات بیو در نهایت امکان یافتن دیدی مناسب نسبت به جواب

های مختلفی برای حل مسائل استفاده از روشتوان های معادلات میهای مدل: با توجه پیچیدگی( حل معادله2

 نمود:

تحلیلی بدون نیاز به کامپیوتر  های جبری یا دیفرانسیلی از روشهای تحلیلی: برای حل معادلهروش ❖

شود و جز خطاهایی که با ها محسوب میهای حل دقیق معادلهشود. این روش از روشاستفاده می

ها وارد بندی وارد شده است، خطای دیگری در جوابفرمول کننده در مرحلههای سادهاعمال فرض

 ارائه داد.ممکن است نتوان جواب تحلیلی ها پیچیده باشند، شود. چنانچه معادله یا معادلهنمی

انجام داد. توان ها کامپیوتر مینویسیها از روش عددی را با کمک برنامههای عددی: حل معادلهروش ❖

شده در بخش شوند و علاوه بر خطای اعمالهای حل تقریبی محسوب میها از نوع روشاین روش

 گذارد.های مدل، خطای روش عددی و خطای کامپیوتر نیز بر نتایج تاثیر میفرض

مدل بر حسب متغیرهای مستقل مربوطه به صورت  تابع هایهای ترسیمی: در این روش روش ❖

آیند. به عنوان مثال به دست می هاییمنحنیهایی ترسیم شده و نتایج حاصل به کمک این منحنی

 آل اشاره کرد.های دو جزئی ایدهدر مبحث تقطیر محلول Panchon-Savaritهای توان به منحنیمی

 ( تحلیل نتایج: این مرحله شامل بررسی صحت نتایج، تفسیر نتایج و بررسی اعتبار مدل است.3

حدی سامانه تعیین گردد. یعنی وقتی زمان یا بررسی صحت نتایج: در این قسمت لازم هست پاسخ  ❖

کند، رفتار مدل تعیین گردد و از نظر فیزیکی صحت آن میل می دمکان به سمت حد نهایی خو

مشخص شود. از سوی دیگر باید در روش عددی، پایداری و همگرایی روش ارزیابی شود. به عنوان 

کوچکی در پارامترهای مدل، تغییرات بزرگی  های عددی چنانچه با اعمال تغییرمثال در برخی از روش

دهنده ناپایداری روش عددی است که مطلوب های مدل ملاحظه شود، این امر نشاندر جواب

 باشد.نمی

ها نسبت در این مرحله رسم نتایج، بررسی رفتار توابع حاصل، تعیین حساسیت جوابتفسیر نتایج:  ❖

و عملیاتی و مقایسه آن با فیزیک حاکم بر مسئله انجام به پارامترهای مدل و نسبت به شرایط ورودی 

 شود.می

بررسی اعتبار مدل: برای بررسی اعتبار مدل، نتایج حاصل از مدل با نتایج تجربی مقایسه شده و میزان  ❖

های دیگر مورد توان نتایج مدل حاضر را با نتایج مدلشود. همچنین میخطای حاصل ارزیابی می

 رار داد. مقایسه و ارزیابی ق

 



 بندی یک مسئلهمراحل فرمول

 آوری اطلاعاتالف( جمع

متغیرهای وابسته )مانند دما، غلظت و سازی ابتدا باید در یک مدل ب( تعیین متغیرها و پارامترهای مدل:

...( و متغیرهای مستقل )مانند زمان، مکان و ...( انتخاب شوند. افزایش تعداد متغیرهای وابسته در یک مدل، 

شود. در صورتی که افزایش متغیرهای مستقل سبب پیچیده شدن نوع های آن میسبب افزایش تعداد معادله

توانند در یک گردد. پارامترهای سامانه مقادیری هستند، که میمعادله از دیفرانسیلی به معادله جزئی می

های یزیکی یا شیمیایی سیال. ثابتشرایط ثابت باشند و با تغییر شرایط ممکن است تغییر کنند، مانند خواص ف

 هایی هستند که همواره ثابت بوده و تابعیتی نداشته باشند، مانند ابعاد و اندازه سامانه مورد مطالعه.یک مدل آن

کننده که با فیزیک مسئله سازگاری داشته باشند، سازی انجام فرضیات سادهدر مدل های مدل:پ( فرض

های مدل ضروری عیین شرایط اولیه و شرایط مرزی برای حل اختصاصی معادلهباشد. در این قسمت تلازم می

 است. 

 سامانه مورد مطالعه:ت( تعیین نوع 

 ای که ورودی و خروجی جرم و انرژی ندارد.: سامانه13( سامانه منفرد1

 ای که ورودی و خروجی جرم ندارد.: سامانه14( سامانه بسته2

ورودی و یا خروجی جرم دارد. چنانچه ورودی و خروجی به حجم کنترل قطع ای که : سامانه15( حجم کنترل3

 شود.شود، تبدیل به سامانه بسته می

 : بخش کوچکی از حجم کنترل است که ورودی و خروجی جرم دارد.16( جزء حجم4

مطالعه شود. اگر فرض بر این باشد که کمیت مورد بندی انتخاب میهای مدل، نوع فرمولث( با توجه به فرض

بندی به صورت ای یا کلی تغییر کند یعنی تابعیت مکانی نداشته باشد، در این صورت نوع فرمولبه صورت توده

شود. چنانچه کمیت مورد کلی انتخاب شده و سامانه مورد مطالعه حجم کنترل در نظر گرفته می اای یتوده

ا دیفرانسیلی انتخاب کرده و سامانه مورد مطالعه بندی رمطالعه تابعی از مکان باشد، در این صورت نوع فرمول

های عمومی بر روی جز حجم از هر عبارت به شود. اگر در هنگام نوشتن قانونجز حجم در نظر گرفته می

 شود. بندی انتگرالی نتیجه می، فرمولصورت انتگرالی استفاده شود
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 شود. قوانین عمومی عبارتند از:ی آغاز میبنددر این مرحله عملا فرمول :17ج( فرمول بندی قوانین عمومی

 شود.های پیوستگی می( قانون بقای جرم که منجر به معادله1

 شود.( قانون بقای انرژی یا قانون اول ترمودینامیک که منجر به معادله انرژی می2

 شود.که منجر به معادله حرکت می نیوتن( قانون بقای اندازه حرکت یا قانون دوم 3

سازی ریاضی اند و لازم است برای مدلذکر است که قوانین عمومی همگی در سامانه بسته بیان شده لازم به

 شود. به حجم کنترل تعمیم داده شوند که در جای خود توضیح داده می

نیز  بندی قوانین عمومی لازم است از قوانین خاصیدر برخی موارد پس از فرمول :18( کاربرد قوانین ویژهچ

 ها کاهش یابد.کند تعداد مجهولاستفاده شود. این امر کمک می

 در نفوذ جرم، وابستگی شار انتقال جرم جزئی به گرادیان غلظت: 19( قانون فیک1

𝐽𝑖 = −𝐷𝑖𝑀

𝑑𝐶𝑖

𝑑𝑥
 

 در هدایت گرمایی، وابستگی شار انتقال حرارت هدایتی به گرادیان دما: 20( قانون فوریه2

𝑞𝑥 = −𝐾
𝑑𝑇

𝑑𝑥
 

 :در نفوذ مومنتوم، وابستگی تنش به گرادیان سرعت 21( قانون ویسکوزیته نیوتن3

𝜏𝑦𝑥 = −𝜇
𝑑𝑢𝑥

𝑑𝑦
 

 :( قانون نیوتن در انتقال حرارت جابجایی، وابستگی شار انتقال حرارت جابجایی به اختلاف دما4

𝑞 = ℎ∆𝑇 

 ، وابستگی فشار، دما و چگالی گاز22( قانون گازها5

𝑃 = 
𝜌

𝑀
 𝑍𝑅𝑇 
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در تشعشع حرارتی، وابستگی شار انتقال حرارت تشعشعی به تفاضل توان چهارم  23( قانون استفان بولتزمن6

 دماها

𝑞 = 𝜎∆𝑇4 

باشد آید که معمولا دیفرانسیلی میهایی به دست میبا استفاده از قوانین عمومی و قوانین ویژه، معادله یا معادله

هایی حاکم بر مدل به دست ها، معادلها و بدون بعد کردن آنهکه با مرتب کردن، بررسی سازگاری معادله

 آیند.می

ها: در معادله حاصل اگر کمیت مورد مطالعه تابع زمان و مکان نباشد، معادله جبری و ح( مرتب کردن معادله

شود. حاصل می (ODE) های دیفرانسیل معمولیاگر فقط تابع زمان یا تابع یک بعدی مکان باشد، معادله

شود ( حاصل میPDEهای دیفرانسیل جزئی )چنانچه کمیت مورد مطالعه تابع بیش از یک متغیر باشد، معادله

 ها چه به صورت تحلیلی و چه به صورت عددی روش خاص خود را دارد.که نحوه حل آن

تابعیت زمانی بوده و  24شوند از نوع مسائل شرط اولیهای حاصل میبندی تودهمعادله دیفرانسیلی که از فرمول

شوند دارای تابعیت مکانی بوده و در صورت وجود دیفرانسیلی حاصل میبندی هایی که از فرمولدارند. معادله

 باشند.می 25عبارت نفوذ، از نوع مسائل شرط مرزی
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 ایبندی کلی یا تودهفرمول

آید که به کمک آن انتقال قوانین عمومی از سامانه به ، فرمولی به دست میقضیه تبدیل رینولدزبا بیان 

نامیده  bو مقدار مخصوص آن  Bشود. در این قضیه کمیت مورد مطالعه کمیت کلی حجم کنترل میسر می

 شود، یعنی:می

𝑏 =  
𝐵

𝑚
 

ابع زمان در نظر گرفته فقط ت Bای و یکنواخت بودن کمیت در آن مورد مطالعه بندی تودهبا توجه به فرمول

 شود. به جدول زیر توجه کنید:می

 B b کمیت

 m 1 جرم

 V v حجم

 E e انرژی کل

  𝑚𝑢⃑  𝑢⃑ اندازه حرکت

 H h آنتالپی

 U u انرژی داخلی

 

های ابتدایی و انتهایی باشد و حالتدهد که در آن تحولی در حال انجام میشکل زیر حجم کنترلی را نشان می

تواند ساکن پذیر است، همچنین حجم کنترل میآن مشخص شده است. انبساط یا انقباض حجم کنترل امکان

شود. برای نشان جم کنترل میوارد ح iمقدار جرمی است که در ناحیه  imΔدر این تحول یا متحرک باشد. 

ای مشخص شوند که ورودی و دادن رابطه حجم کنترل یا سامانه بسته، لازم است مرزهای سامانه به گونه

مرز سامانه و مرز  imΔ خروجی جرم نداشته باشند. بنابراین مطابق شکل زیر در حالت اولیه به دلیل ورود جرم

باشد. در امانه علاوه بر حجم کنترل شامل حجم ورودی نیز میحجم کنترل بر هم منطبق نیست، بلکه مرز س

 :حالت نهایی که خروجی وجود ندارد، سامانه و حجم کنترل بر هم منطبق هستند

 



مقدار اولیه  B’در سامانه، Bمقدار نهایی کمیت  2B در سامانه، Bمقدار اولیه کمیت  1Bبا توجه به شکل بالا، 

 در حجم کنترل است. Bمقدار نهایی کمیت  ’’B در حجم کنترل و Bکمیت 

 :Δtدر مدت زمان  Bتغییر کمیت 

(∆𝐵)𝑠𝑦𝑠 = 𝐵2 − 𝐵1 

 در سامانه با حجم کنترل: Bارتباط 

𝐵1 = 𝐵′ + 𝑏1∆𝑚1 

𝐵2 = 𝐵′′ 

→ (∆𝐵)𝑠𝑦𝑠 = (𝐵′′ − 𝐵′) − 𝑏1∆𝑚1 =  (∆𝐵)𝑐.𝑣 − 𝑏1∆𝑚1 

 در صورتی که چند ورودی داشته باشیم:

(∆𝐵)𝑠𝑦𝑠 =  (∆𝐵)𝑐.𝑣 − ∑𝑏𝑖∆𝑚𝑖

𝑁

𝑖=1

 

و در نظر  به سمت صفر tΔکه این تحول رخ داده است و میل دادن  (tΔ) با تقسیم رابطه بالا بر مدت زمانی

 :آیدبه دست می Bنرخ کمیت  هاگرفتن خروجی

(
𝑑𝐵

𝑑𝑡
)
𝑠𝑦𝑠

= (
𝑑𝐵

𝑑𝑡
)
𝑐.𝑣

− ∑𝑏𝑖𝑤𝑖

𝑁

𝑖=1

+ ∑𝑏𝑒𝑤𝑒

𝑀

𝑒=1

 

همچنین جرم ورودی و خروجی به حجم کنترل است.  ewو  iwباشد. تعداد مسیر خروجی می Mدر این رابطه 

 . باشدمی ایتبدیل رینولدز در فرمول توده ،این فرمول

 بندی قانون بقای جرمفرمول( 1

 توان نوشت:جرم کلی در سامانه همواره ثابت است. بنابراین می، بقای جرم طبق قانون

(
𝑑𝑚

𝑑𝑡
)𝑠𝑦𝑠 = 0 

گردد. در این فرمول ابتدا برای انتقال این قانون از سامانه به حجم کنترل از فرمول تبدیل رینولدز استفاده می

 مشخص گردد: bو  Bهای باید کمیت

𝐵 = 𝑚, 𝑏 = 1 

 در نتیجه خواهیم داشت:

(
𝑑𝑚

𝑑𝑡
)
𝑐.𝑣

= ∑𝑤𝑖

𝑁

𝑖=1

− ∑𝑤𝑒

𝑀

𝑒=1

 , 𝑤𝑖 = 𝜌𝑖𝑣𝑖 , 𝑤𝑒 = 𝜌𝑒𝑣𝑒 



→ (
𝑑𝜌𝑉

𝑑𝑡
)
𝑐.𝑣

= ∑𝜌𝑖𝑣𝑖

𝑁

𝑖=1

− ∑𝜌𝑒𝑣𝑒

𝑀

𝑒=1

 

شدت  evو  ivدانسیته حجم کنترل،  ρحجم و  Vدر روابط بالا بطه بالا رابطه پیوستگی در حجم کنترل است. را

ای بندی تودهدر یک فرمولباشند. دانسیته ورودی و خروجی می eρو  iρهای حجمی ورودی و خروجی و جریان

همچنین در یک سیال  خروجی با دانسیته حجم کنترل برابر است. فرض بر این است که دانسیته جریان

 و در نتیجه خواهیم داشت: توان دانسیته را ثابت فرض کردناپذیر میتراکم

𝑑𝑉

𝑑𝑡
 =  ∑𝑣𝑖

𝑁

𝑖=1

− ∑𝑣𝑒

𝑀

𝑒=1

 

 جزء مولیبندی فرمول( 2

بندی یک جزء از توده کل، قانون کلی وجود ندارد. اگر غلظت ماده مورد نظر در یک واکنش و یا برای فرمول

های ویژه( های دیگر )قانوندر یک پدیده انتقال جرم تغییر کند، باید تغییرات آن در سامانه بر اساس قانون

در فرمول تبدیل رینولدز،  Bی کمیت در یک محلول، به جا Aبندی جزء ماده جایگزین گردد. برای فرمول

 توان جزء جرمی یا جزء مولی را قرار داد:می

𝐵 =  𝑛𝐴 , 𝑏 =  
𝑛𝐴

𝑛𝐴
= 1 , 𝑤 =  𝐶𝐴𝑣 

(
𝑑𝑛𝐴

𝑑𝑡
)
𝑠𝑦𝑠

= (
𝑑𝑛𝐴

𝑑𝑡
)
𝑐.𝑣

− ∑𝐶𝐴𝑖𝑣𝑖

𝑁

𝑖=1

+ ∑𝐶𝐴𝑒𝑣𝑒

𝑀

𝑒=1

 

)برای استفاده از معادله بالا باید در مورد 
𝑑𝑛𝐴

𝑑𝑡
)
𝑐.𝑣

توان در های مختلف زیر را میحالت گیری گردد.تصمیم 

 نظر گرفت:

 : 26جریان سادهالف( 

 شود:مصرف یا تولید نمی A برای حالتی که ماده

(
𝑑𝑛𝐴

𝑑𝑡
)
𝑠𝑦𝑠

= 0 , 𝑛𝐴 = 𝐶𝐴𝑉 →
𝑑(𝐶𝐴𝑉)𝑐.𝑣

𝑑𝑡
=  ∑𝐶𝐴𝑖𝑣𝑖

𝑁

𝑖=1

− ∑𝐶𝐴𝑒𝑣𝑒

𝑀

𝑒=1

 

𝐶𝐴 لازم به ذکر است که = 𝐶𝐴𝑒 باشد.می 

( ARدر سامانه به کمک رابطه سرعت واکنش ) A: در این حالت تولید یا مصرف ماده 27ب( جریان + واکنش

 :شودبه صورت زیر ارائه می Aشود. رابطه سرعت واکنش در یک سامانه بسته برای تولید ماده محاسبه می

                                                           
26 Simple flow 
27 Flow + Reaction 



(𝑅𝐴) =  
1

𝑉
 
𝑑𝑛𝐴

𝑑𝑡
 , (

𝑑𝑛𝐴

𝑑𝑡
)𝑠𝑦𝑠 = 𝑉 (𝑅𝐴) 

، مقداری مثبت خواهد بود. در نتیجه A، مقدار منفی و برای تولید Aبرای مصرف  ARالبته باید دقت شود که 

 خواهیم داشت: 

𝑑(𝐶𝐴𝑉)𝑐.𝑣

𝑑𝑡
= 𝑉(𝑅𝐴) + ∑𝐶𝐴𝑖𝑣𝑖

𝑁

𝑖=1

− ∑𝐶𝐴𝑒𝑣𝑒

𝑀

𝑒=1

 

( در اثر انتقال جرم، مانند A: در صورتی که در یک تحول غلظت ماده مورد نظر )28ج( جریان + انتقال جرم

بندی غلظت در نظر گرفت. در فرایندهای انتقال جرم، د تغییرات آن را در فرمولجذب یا دفع، تغییر کند بای

 شود. های ویژه انتقال جرم با اعمال ضریب انتقال جرم استفاده میاز قانون

(
𝑑𝑛𝐴

𝑑𝑡
)𝑠𝑦𝑠 = 𝑘𝑐𝑆 ∆𝐶𝐴 

اختلاف غلظت یا نیروی محرکه انتقال جرم  ACΔسطح انتقال جرم و  S ضریب انتقال جرم، ckبه طوری که 

 است. در نتیجه خواهیم داشت: 

(
𝑑𝑛𝐴

𝑑𝑡
)
𝑠𝑦𝑠

= (
𝑑𝑛𝐴

𝑑𝑡
)
𝑐.𝑣

− ∑𝐶𝐴𝑖𝑣𝑖

𝑁

𝑖=1

+ ∑𝐶𝐴𝑒𝑣𝑒

𝑀

𝑒=1

 , (
𝑑𝑛𝐴

𝑑𝑡
)
𝑠𝑦𝑠

= 𝑘𝑐𝑆 ∆𝐶𝐴  →  

(
𝑑𝑛𝐴

𝑑𝑡
)
𝑐.𝑣

= 𝑘𝑐𝑆 ∆𝐶𝐴 + ∑𝐶𝐴𝑖𝑣𝑖

𝑁

𝑖=1

− ∑𝐶𝐴𝑒𝑣𝑒

𝑀

𝑒=1

 

 تواند مثبت یا منفی باشد. بر حسب جهت تغییر، می ACΔلازم به ذکر است که 

ریخته شده است. این مخزن مجهز به همزن است. در  آب خالصمثال: مطابق شکل زیر در مخزنی تا نیمه 

شود. تغییرات غلظت نمک به آن وارد می 0v و شدت جریان حجمی 0Cزمان اولیه محلول آب و نمک با غلظت 

 دست آورید. مسئله را در دو حالت زیر در نظر بگیرید:را در جریان خروجی به 

 باشد. 0v الف( شدت جریان حجمی خروجی از مخزن

ب( تا پر شدن کامل مخزن جریان خروجی وجود ندارد ولی پس از پر شدن، شیر خروجی مخزن باز و محلول 

 گردد.میاز آن خارج  0v با شدت جریان حجمی

                                                           
28 Flow + Mass transfer 



 

 وجود ندارد. هیچ واکنش و انتقال جرمیپاسخ مثال: این نمونه یک مساله جریان ساده است، زیرا 

 به طور کلی بهتر است مراحل زیر را در نظر بگیرید: پاسخ قسمت الف:

 ( رسم شکل و نمایش مختصات1

 ( تشخیص متغیرهای وابسته و مستقل و تعیین پارامترهای و ثوابت:2

 0C ،0v  وV حجم مخزن( ثابت(( ها، غلظت محلول نمک در جریان خروجیCمتغیر وابست )ه ( و زمانt متغیر )

 باشد. مستقل می

است، سیال  تافتد، به دلیل وجود همزن غلظت در کل مخزن یکنواخفرضیات: واکنش اتفاق نمی( 3

 ناپذیر و دانسته ثابت است. تراکم

 .بر با صفر استغلظت اولیه نمک در مخزن براشرط اولیه: 

 شود. ( سامانه مورد بررسی: مایع درون مخزن به عنوان حجم کنترل در نظر گرفته می4

شود. با توجه بندی برای جرم نمک نوشته میباشد، فرمول( از آنجایی که تغییرات غلظت نمک مورد نظر می5

 به قضیه انتقال رینولدز:

𝑑(𝐶𝑉)

𝑑𝑡
=  𝐶0𝑣 − 𝐶𝑣 

 ثابت است، خواهیم داشت: Vچون 

{𝑉
𝑑𝐶

𝑑𝑡
= 𝑣 (𝐶0 − 𝐶)

𝑡 = 0 → 𝐶 = 0

 

 ( تعریف متغیرهای بدون بعد:6

𝐶̅ =  
𝐶

𝐶0
 , 𝜏 =  

𝑡𝑣

𝑉
 →  {

𝑑𝐶̅

𝑑𝜏
= (1 − 𝐶̅)

𝜏 = 0 → 𝐶̅ = 0

 

 ( حل معادله: به کمک جداسازی متغیرها خواهیم داشت:7

𝐶̅ = 1 − 𝑒−𝜏 



رود غلظت نمک در مخزن زیاد، انتظار می( بررسی صحت مدل: با توجه به فیزیک مساله، پس از مدت زمان 8

 به غلظت ورودی نزدیک شود:

τ → ∞ , 𝐶̅ → 1  

ماند. در این مرحله تا زمان پر شدن مخزن، حجم مایع متغیر است و پس از آن ثابت می پاسخ قسمت ب:

 شود.بندی میو هر بخش جداگانه فرمول شده به این ترتیب مساله به دو بخش تفکیک

 مرحله اول:

برابر با صفر است. بنابراین حجم مایع داخل مخزن نیز  evدر این مرحله جریان خروجی نداریم و در نتیجه 

خواهند بود. بنابراین برای تعیین تغییرات حجم و  Cو  Vتابع زمان است. پس متغیرهای وابسته در این حالت 

 شود:غلظت دو معادله به صورت زیر نوشته می

 مک:معادله پیوستگی برای ن

𝑑(𝐶𝑉)

𝑑𝑡
=  𝐶0𝑣0 

 ناپذیر:معادله پیوستگی کلی برای سیال تراکم

𝑑𝑉

𝑑𝑡
=  𝑣0 

 شرایط اولیه مسئله:

𝑉(0) =  
𝑉𝑡

2
 , 𝐶(0) = 0 

tV شود:ها با تغییر متغیرهای بدون بعد انجام میحجم کل مخزن است. بدون بعد کردن معادله 

𝐶̅ =  
𝐶

𝐶0
 , 𝑉̅ =  

𝑉

𝑉𝑡
 , 𝜏 =

𝑡𝑣0

𝑉𝑡
 

 شود:دیفرانسیل جزئی، معادله پیوستگی نمک به صورت زیر میبا انجام 

𝑉
𝑑𝐶

𝑑𝑡
+ 𝐶

𝑑𝑉

𝑑𝑡
=  𝐶0𝑣0 

 آید:معادلات زیر به دست می ،بعد سازیبا بی

𝑉̅
𝑑𝐶̅

𝑑𝜏
+ 𝐶̅

𝑑𝑉̅

𝑑𝜏
=  1 , 𝐶̅(0) = 0 

𝑑𝑉̅

𝑑𝜏
= 1 , 𝑉̅(0) =  

1

2
 



 کنیم و در نتیجه خواهیم داشت:ابتدا معادله پیوستگی کلی را حل می

𝑉̅(𝜏) =  𝜏 + 
1

2
 

𝑑𝑉̅با جایگذاری مقادیر  ومعادله پیوستگی برای نمک با استفاده از  سپس

𝑑𝑡
 خواهیم داشت: 𝑉̅و  

𝐶̅(𝜏) =  
2𝜏

1 + 2𝜏
 

𝑉این مدل برای حل مسئله تا زمانی پر شدن مخزن، یعنی تا زمانی که  = 𝑉𝑡  یا𝑉̅ = شود، استفاده  1

 محاسبه شود: زمان پر زدن مخزنگردد. حال لازم است می

𝑉̅(𝜏) =  𝜏 + 
1

2
 →  𝑉̅ = 1 →  𝜏 =  

1

2
 

 توان غلظت نمک در مخزن و خروجی را محاسبه نمود:همچنین در همین زمان می

τ = 
1

2
 →  𝐶̅ =  

1

2
 

شود و نتایج حاصل از مرحله اول به عنوان شرط اولیه در مرحله دوم به کار مرحله دوم مسئله آغاز می سپس

0های بالا در مدت خواهند رفت. بنابراین معادله ≤ 𝜏 ≤
1

2
𝜏دهد. ولی از زمان رفتار سامانه را نشان می  ≥

1

2
 

 کند.مدل غلظت نمک از مدل دیگری تبعیت می

 ماند، یعنیدر این مرحله شدت جریان خروجی وجود دارد و حجم مایع درون مخزن نیز ثابت می

𝑣 = 𝑣0 , 𝑉 = 𝑉𝑡 = 𝑐𝑡𝑒 

 داشت:متغیر وابسته فقط غلظت نمک خواهد بود و در نتیجه خواهیم 

𝑑𝐶̅

𝑑𝜏
= (1 − 𝐶̅) 

 با شرط اولیه: 

𝜏 =
1

2
→ 𝐶̅ =

1

2
 

 حل معادله با اعمال شرط اولیه فوق به صورت زیر خواهد بود:

𝐶̅ = 1 −
1

2
 𝑒

1
2
−𝜏 

∞این معادله در فاصله  > 𝜏 ≥
1

2
قابل قبول است. پس از مدت زمان زیاد غلظت خروجی به غلظت ورودی  

 شود.نزدیک می



سازی کرد. ای مدلهای سادهتوان با فرضدر هوای شهر تهران را می تغییرات غلظت مونواکسید کربنمثال: 

مطابق شکل زیر شهر را مانند یک مخزن اختلاط کامل در نظر گرفته که حجم معینی دارد و دما و فشار هوا 

کنند و با سرعت معینی گاز اگزوز شود روزانه تعداد معینی اتومبیل رفت و آمد میدر آن ثابت است. فرض می

باشد. دبی جریان هوای ورودی و خروجی دارای کسر معینی مونواکسید کربن می گاز کنند که اینتولید می

و غلظت اولیه  0Cبه شهر مقداری ثابت و یکسان است. غلظت مونواکسید کربن در هوای ورودی مقدار معلوم 

است. تابع غلظت مونواکسید کربن نسبت به زمان را به دست آورید. سپس تعیین کنید غلظت  iCآن در شهر 

 رسد؟مونواکسید کربن پس از مدت طولانی به چه حدی می

 

نرخ مولی گاز تولید شده از  pFتعداد اتومبیل متحرک در روز،  nحجم تقریبی شهر،  V مشخصات مسئله:

غلظت اولیه کربن مونواکسید در  0Cنواکسید کربن در گاز اگزوز اتومبیل، کسر مولی مو 0yاگزوز هر اتومبیل، 

 غلظت اولیه کربن مونواکسید در هوای شهر است.  iCهوای ورودی شهر و 

غلظت مونواکسید کربن در شهر یکنواخت است. دما و فشار ثابت است در نتیجه دانسیته  های مسئله:فرض

نرخ تولید گاز اگزوز و کسر مولی مونواکسید کربن در گاز اگزوز ثابت است. سرعت هوای ورودی  .هوا ثابت است

 و خروجی ثابت و یکسان است.

به دلیل فرض اختلاط کامل در هوای شهر، از حجم کنترل به عنوان سامانه  انتخاب سامانه مورد مطالعه:

 شود.مورد مطالعه استفاده می

 رم:بندی قانون بقای جفرمول

𝑉
𝑑𝐶

𝑑𝑡
=  𝑣0(𝐶0 − 𝐶) + 𝑛𝑦0𝐹𝑝  

𝑡 = 0, 𝐶 = 𝐶𝑖 

 حل نهایی معادله:

𝑑𝐶

𝑑𝑡
= (

𝑣0

𝑉
𝐶0 +

𝑛𝑦0𝐹𝑝

𝑉
) −

𝑣0

𝑉
𝐶 

 تعریف متغیرها:

𝑎 = (
𝑣0

𝑉
𝐶0 +

𝑛𝑦0𝐹𝑝

𝑉
) , 𝑏 =  

𝑣0

𝑉
 



𝑑𝐶

𝑑𝑡
= 𝑎 − 𝑏 𝐶 → 

𝑑𝐶

𝑎 − 𝑏 𝐶
= 𝑑𝑡 →  −

1

𝑏
ln(𝑎 − 𝑏𝐶) = 𝑘 + 𝑡 → ln(𝑎 − 𝑏𝐶) = 𝑘 − 𝑏𝑡  

𝑡 = 0, 𝐶 = 𝐶𝑖 → 𝑘 =  ln(𝑎 − 𝑏𝐶𝑖) 

𝑎 − 𝑏𝐶

𝑎 − 𝑏𝐶𝑖
= 𝑒−𝑏𝑡 → 𝑎 − 𝑏𝐶 = (𝑎 − 𝑏𝐶𝑖)𝑒

−𝑏𝑡  → 𝐶 =  
𝑎

𝑏
− 

(𝑎 − 𝑏𝐶𝑖)𝑒
−𝑏𝑡

𝑏
 

 پس از مدت طولانی: 

𝑡 → ∞ , 𝐶 = 𝐶0 + 
𝑛𝑦0𝐹𝑝

𝑣0
 

 قانون بقای انرژیبندی فرمول( 3

 بیان قانون بقای انرژی در سامانه بسته بر اساس نرخ انرژی به صورت زیر است:

𝑑𝐸

𝑑𝑡
=  𝑄̇ − 𝑊̇ 

های مختلفی از انرژی بندی شود انرژی هست. انرژی سامانه شامل شکلین حالت کمیتی که باید فرمولدر ا

 درونی، جنبشی و پتانسیل است. بنابراین:

𝐸 = 𝑚𝑢 + 
1

2
 𝑚 𝑣2 + 𝑚𝑔𝑧 

 و انرژی مخصوص سامانه عبارتند از:

𝑒 =  𝑒𝑢 + 𝑒𝑘 + 𝑒𝑝 

 شود. به طوری که:بر اساس انرژی جایگزین می bو  Bبا استفاده از فرمول تبدیل رینولدز، کمیت 

𝐵 = 𝐸, 𝑏 = 𝑒 

 خواهیم داشت: با در نظر گرفتن ورودی و در نتیجه

(
𝑑𝐸

𝑑𝑡
)
𝑐.𝑣

= 𝑄̇ − 𝑊̇ + ∑𝑒𝑖𝑤𝑖

𝑁

𝑖=1

 

با حرارت دریافتی از راه  𝑄̇نرخ حرارت دریافتی به وسیله سامانه است.  𝑄̇توان خروجی و  𝑊̇به طوری که 

 است. بنابراین:حجم کنترل برابر 

𝑄̇ = 𝑄̇𝑐.𝑣 

 شود:شده معرفی میهمچنین توان خروجی به صورت تفکیک

𝑊̇ = 𝑊̇𝑑 + 𝑊̇𝑠 + 𝑊̇𝑒𝑙 



های جابجایی، شفت و الکتریکی حاصل از سامانه که بر اساس روابط زیر به که به ترتیب عبارتند از توان

 شوند:های حاصل از حجم کنترل مربوط میتوان

𝑊̇𝑒𝑙 = (𝑊̇𝑒𝑙)𝑐.𝑣 , 𝑊̇𝑠 = (𝑊̇𝑠)𝑐.𝑣 , 𝑊̇𝑑 = (𝑊̇𝑑 + 𝑊̇𝑖)𝑐.𝑣 

های الکتریکی، شفت، جابجایی در حجم کنترل مربوط به توان 𝑐.𝑣 ،(𝑊̇𝑠)𝑐.𝑣 ،(𝑊̇𝑑)𝑐.𝑣(𝑊̇𝑒𝑙)های بالا در عبارت

ر ورود باشد که در اثر جابجایی سیال دتوان مربوط به جریان جرم ورودی به حجم کنترل می 𝑐.𝑣(𝑊̇𝑖)است و 

 دهد.شکل زیر ارتباط سامانه و حجم کنترل را در قانون بقای انرژی نشان میشود. به حجم کنترل انجام می

 

ضرب دهد، که مقدار آن حاصل با توجه به شکل بالا، جریان ورودی، کار انقباضی روی حجم کنترل انجام می

 فشار در حجم جریان ورودی هست:

(𝑊̇𝑖)𝑐.𝑣 = −∑𝑃𝑖𝑣𝑖

𝑁

𝑖=1

 

شدت جریان حجم ورودی است و علامت منفی به دلیل انجام کار  ivفشار سیال ورودی و  iPدر رابطه بالا 

 روی حجم کنترل است:

𝑑(𝐸)𝑐.𝑣

𝑑𝑡
= 𝑄̇𝑐.𝑣 − (𝑊̇𝑑 + 𝑊̇𝑠 + 𝑊̇𝑒𝑙)𝑐.𝑣

+ ∑𝑃𝑖𝑣𝑖

𝑁

𝑖=1

+ ∑𝑒𝑖𝑤𝑖

𝑁

𝑖=1

 

 آید:روابط زیر معادله کلی به دست میدر نتیجه بر اساس 

𝑤𝑖 = 𝜌𝑖𝑣𝑖  

(𝐸)𝑐.𝑣 = (𝜌𝑉𝑒)𝑐.𝑣 

𝑒 =  𝑒𝑢 + 𝑒𝑘 + 𝑒𝑝 

𝑒𝑖 = 𝑒𝑢𝑖 + 𝑒𝑘𝑖 + 𝑒𝑝𝑖 

𝑊̇𝑐.𝑣 = (𝑊̇𝑑 + 𝑊̇𝑠 + 𝑊̇𝑒𝑙)𝑐.𝑣
 

𝑑

𝑑𝑡
[𝜌𝑉(𝑒𝑢 + 𝑒𝑘 + 𝑒𝑝)]𝑐.𝑣 = 𝑄̇𝑐.𝑣 − 𝑊̇𝑐.𝑣 + ∑𝜌𝑖𝑣𝑖

𝑁

𝑖=1

(
𝑃𝑖

𝜌𝑖
+ 𝑒𝑢𝑖 + 𝑒𝑘𝑖 + 𝑒𝑝𝑖) 



انتهای معادله بالا عبارت خروجی مانند ورودی، ولی با علامت مخالف اگر جریان خروجی وجود داشته باشد، به 

ای بودن مدل، خاصیت حجم کنترل، یعنی جرم حجمی و انرژی شود. همچنین با توجه به تودهاضافه می

توان به جای عبارت مجموع در معادله بالا می مخصوص با خاصیت جریان خروجی در هر لحظه برابر است.

ℎآنتالپی ) ،انرژی فشاری انرژی درونی و =
𝑃

𝜌
+ 𝑒𝑢توان معادله ( را جایگزین کرد. با استفاده از فرضیات بالا می

 حرارت و برنولی را به دست آورد.

 خواهیم داشت: و کار جنبشیانرژی  ل،الف( معادله حرارت: با صرف نظر از انرژی پتانسی

𝑑

𝑑𝑡
(𝜌𝑉𝑒𝑢)𝑐.𝑣 = 𝑄̇𝑐.𝑣 + ∑𝜌𝑖𝑣𝑖

𝑁

𝑖=1

ℎ𝑖 − ∑𝜌𝑒𝑣𝑒

𝑁

𝑖=1

ℎ𝑒 

 عبارت آخر نرخ آنتالپی خروجی است. رابطه آنتالپی و انرژی درونی با دما به صورت زیر است:

𝑑ℎ = 𝑐𝑝̅ 𝑑𝑇 , 𝑑𝑒𝑢 = 𝑐𝑣̅ 𝑑𝑇  

به ترتیب گرمای ویژه در فشار ثابت و حجم ثابت هستند. با پذیرفتن کمی خطا روابط   𝑐𝑣̅و  𝑐𝑝̅در رابطه بالا 

 گردد:زیر حاصل می

ℎ = 𝑐𝑝̅ 𝑇 , 𝑒𝑢 = 𝑐𝑣̅ 𝑇  

 گردد:در نتیجه معادله بالا به معادله زیر تبدیل می

𝑑

𝑑𝑡
(𝜌𝑉𝑐𝑣̅ 𝑇)𝑐.𝑣 = 𝑄̇𝑐.𝑣 + ∑𝜌𝑖𝑣𝑖

𝑁

𝑖=1

𝑐𝑝̅𝑖 𝑇𝑖  −  ∑𝜌𝑒𝑣𝑒

𝑁

𝑖=1

𝑐𝑝̅𝑒 𝑇𝑒 

. اگر ها در هر لحظه خاصیت خروجی و داخلی از جمله دانسیته و دما برابرندای بودن کمیتبا توجه به توده

 ناپذیر باشد، خواهیم داشت:سیال تراکم

𝑐𝑝̅𝑖 = 𝑐𝑝̅𝑒 = 𝑐𝑣̅ = 𝑐̅ , 𝜌𝑖 = 𝜌𝑒 = 𝜌 

واکنش مقداری حرارت  به دلیل تبادل حرارت ناشی ازدر صورتی که در حجم کنترل واکنشی رخ دهد،  توجه:

لازم است آنتالپی واکنش را در معادله حرارت  . در نتیجهشودمبادله و سبب تغییر دمای حجم کنترل می

دخالت داد. این حرارت در صورت گرمازا بودن واکنش به طرف دوم معادله اضافه و در صورت گرماگیر بودن 

  RAHΔباشد، چون برای واکنش گرمازا  Aواکنش به ازای مصرف یک مول آنتالپی  RAHΔ شود. اگراز آن کم می

 مثبت است، بنابراین رابطه زیر باید به سمت راست معادله انرژی اضافه شود:منفی و برای واکنش گرماگیر 

𝑄̇𝑅 = (−∆𝐻𝑅𝐴)(−𝑅𝐴𝑉) 

AR- دهنده سرعت مصرف ماده واکنشA گر است که به صورت یک تابع جبری از دما و غلظت مواد واکنش

 باشد.می (حجم کنترلنیز حجم مخزن واکنش ) Vشود. معرفی می



 ب( معادله برنولی: برای جریان یک سیال درون لوله شرایط زیر حاکم است:

 ورودی و خروجی جرم وجود دارد ولی تجمع جرمی وجود ندارد:

𝜌𝑖𝑣𝑖 = 𝜌𝑒𝑣𝑒 

 شود:کار و گرما مبادله نمی

𝑄̇𝑐.𝑣 = 0 , 𝑊̇𝑐.𝑣 = 0 

نتیجه دمای ورودی و خروجی یکسان است. اصطکاک وجود ندارد، بنابراین تجمع انرژی وجود ندارد. در 

 بنابراین:

𝑑𝐸

𝑑𝑡
= 0, 𝑒𝑢𝑖 = 𝑒𝑢𝑒 

 شود:بنابراین معادله بالا به معادله زیر یعنی معادله برنولی تبدیل می

𝑃𝑖

𝜌𝑖
+ 

𝑉𝑖
2

2
+ 𝑧𝑖𝑔 =  

𝑃𝑒

𝜌𝑒
+ 

𝑉𝑒
2

2
+ 𝑧𝑒𝑔 

و ورودی و خروجی  Vزن را در نظر بگیرید که دارای آب به حجم مطابق شکل زیر مخزنی مجهز به هممثال: 

کن الکتریکی گرم باشد. آب این مخزن به وسیله یک گرممی 0iTدمای آب ورودی در ابتدا یکسان است. 

ی که وقتی شرایط شود به طورگر با رابطه زیر تنظیم میشود. حرارت ورودی به مخزن توسط یک کنترلمی

 شود.خارج می eTکند و آب با دمای را دریافت می 𝑞̇0پایدار برقرار است، مخزن مقدار حرارت معین 

𝑞̇ = 𝑘(𝑇𝑐 − 𝑇) + 𝑞̇0 

K ثابت کنترل ،cT شده و دمای تنظیمT .دمای آب مخزن است 

 خروجی به دست آورید.الف( چنانچه در دمای آب ورودی تغییری ایجاد شود، مدلی برای تغییرات دمای آب 

 ؟رسدب( در نهایت دمای آب خروجی به چه مقداری می

 به دست آورید. ftپ( مقدار کل حرارت ورودی به مخزن را پس از مدت زمان معین 

 



a b 

 قسمت الف: پاسخ

 رسم شکل و نمایش مشخصات( 1

ای آب مخزن متغیر وابسته: دمای خروجی یا دمای ها و پارامترها( تعیین متغیرهای مستقل و وابسته، ثابت2

کند. نرخ حرارت ورودی در ابتدا ثابت است، ولی با تغییر دمای است که با زمان و دمای ورودی تغییر می

های ورودی و خروجی، حجم آب و کند. شدت جریانورودی و در نتیجه تغییر دمای مخزن تغییر می

 پارامترهای فیزیکی ثابت هستند.

ناپذیر است، بنابراین جرم حجمی و گرمای ویژه ثابت است. به علت وجود همزن در تراکمها: سیال ( فرض3

 همه جای مخزن دمای آب یکنواخت و دمای خروجی و دمای مخزن در هر لحظه برابر است.

 است. 0eT برابر با و به عبارت دیگر cTشرط اولیه: در زمان اولیه شرایط پایا و دمای آب ثابت و برابر با 

شود و تغییرات انرژی آب مخزن به عنوان حجم کنترل در نظر گرفته می :انتخاب سامانه مورد مطالعه (4

 شود.بندی میحرارتی در آن فرمول

 بندی قوانین بقای جرم و انرژی( فرمول5

 دهد که حجم مایع ثابت است، زیرا:بندی جرم نشان میفرمول

𝜌1𝑣1 = 𝜌2𝑣2 = 𝜌𝑣 

 شود:انرژی حرارتی به شکل زیر انجام می بندیفرمول

 تجمع  =ورودی  –تولید + خروجی  -مصرف    

𝑑

𝑑𝑡
(𝜌𝑉𝑐𝑇) =  𝜌𝑣𝑐𝑇𝑖 −  𝜌𝑣𝑐𝑇 + 𝑞̇ 

است، عبارت  اکه دمای آب ورودی و خروجی ثابت و شرایط پای( معادله حرارت در شرایط پایا: در زمان اولیه 6

 تجمع برابر صفر است:

𝑇𝑒0 = 𝑇𝑖0 + 
𝑞̇0

𝜌𝑣𝑐
 

𝑡در زمان ( 7 ≥ شود و در نتیجه کند، از نظر حرارتی شرایط ناپایدار ایجاد میتغییر می iT، هنگامی که 0

 خواهیم داشت:

𝑑

𝑑𝑡
(𝜌𝑉𝑐𝑇) = 𝜌𝑣𝑐𝑇𝑖 − 𝜌𝑣𝑐𝑇 + 𝑘(𝑇𝑐 − 𝑇) + 𝑞̇0 

→ 
𝑑𝑇

𝑑𝑡
=  

𝑣

𝑉
 𝑇𝑖 + 

𝑘𝑇𝑐

𝜌𝑉𝑐
+ 

𝑞̇0

𝜌𝑉𝑐
− (

𝑣

𝑉
+

𝑘

𝜌𝑉𝑐
)𝑇 



 

تابع زمان نیست و فقط به  iT. لازم به ذکر است که گرددتعریف می bو  aبرای سهولت پارامترهای ثابت 

 صورت یک متغیر تغییر کرده است:

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝑎 − 𝑏𝑇 

 شرط اولیه:

𝑡 = 0 → 𝑇 =  𝑇𝑐 

 در نتیجه پس از حل معادله خواهیم داشت:

𝑇 =  
𝑎

𝑏
− (

𝑎

𝑏
− 𝑇𝑐)𝑒

−𝑏𝑡 

 پاسخ قسمت ب:

𝑡 →  ∞  , 𝑇 →  
𝑎

𝑏
 

 ، دمای نهایی تابع دمای آب ورودی است.aبا توجه به پارامتر 

 پاسخ قسمت پ:

𝑄 =  ∫ 𝑞̇
𝑡𝑓

0

𝑑𝑡 =  ∫ [𝑘(𝑇𝑐 − 𝑇) + 𝑞̇0]
𝑡𝑓

0

𝑑𝑡 

 قانون بقای اندازه حرکت: بندی فرمول( 4

)مومنتوم(، قانون دوم نیوتن است که بیانگر برابری تغییرات اندازه حرکت یک سامانه  قانون بقای اندازه حرکت

 با جمع جبری نیروهای اعمال شده است:

𝑑(𝑚𝑢⃑ )

𝑑𝑡
=  ∑𝐹 𝑖

𝑖

 

بندی شود، اندازه حرکت است که یک کمیت برداری است و در هنگام در این قانون کمیتی که باید فرمول

 د جهت آن در نظر گرفته شود:بندی علاوه بر مقدار بایفرمول

𝐵 = 𝑚𝑢⃑  , 𝑏 = 𝑢⃑  

 با جایگذاری پارامترهای ذکر شده در فرمول تبدیل رینولدز خواهیم داشت:

[
𝑑(𝑚𝑢⃑ )

𝑑𝑡
]𝑐.𝑣 = ∑𝐹 𝑖

𝑖

+ ∑𝑢⃑ 𝑖𝑤𝑖

𝑁

𝑖

  



 به صورت زیر است: 31و فشاری 30، اصطکاک29نیروی وارد بر یک سامانه شامل نیروهای وزنی

∑𝐹 𝑖
𝑖

= 𝑚𝑔 + 𝐵⃑ 𝑓 + ∑𝑃𝑖𝐴𝑖
⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑

𝑁

𝑖

 

باشد، بنابراین هنگام ورود به حجم کنترل نیروی از آنجا که سیال ورودی دارای فشار هیدرواستاتیک می

شوند، که در هنگام جایگذاری با کند. نیروی اصطکاک نیز در خلاف جهت حرکت اعمال میفشاری وارد می

 رود. در نهایت خواهیم داشت:علامت منفی در معادله به کار می

𝑑(𝜌𝑉𝑢⃑ )𝑐.𝑣

𝑑𝑡
= 𝜌𝑉𝑔 + 𝐵⃑ 𝑓 + ∑𝑃𝑖𝐴𝑖

⃑⃑ ⃑⃑ ⃑⃑  ⃑

𝑁

𝑖

+ ∑(𝜌𝑖𝑢𝑖𝐴𝑖)𝑢⃑ 𝑖

𝑁

𝑖

 

جریان خروجی وجود داشته باشد، دو عبارت دیگر شامل نیروهای فشاری اعمال شده از جریان خروجی  هچنانچ

جهت خلاف شود. با توجه به اینکه این نیروها در و نیروی وارده در اثر حرکت سیال به معادله بالا اضافه می

 شوند، دارای علامت منفی هستند.از محیط به حجم کنترل وارد می حرکت

، Lشده از مخزن، مثال: مطابق شکل زیر مخزنی را در نظر بگیرید که در آن آب جریان دارد. طول لوله خارج

باشد. در ابتدا می 0F است. شدت جریان حجمی سیال ورودی tAو سطح مقطع مخزن  pAسطح مقطع لوله 

است. نیروی اصطکاک ناشی از تماس سیال با  0uو سرعت متوسط حرکت سیال  0Hارتفاع سیال در مخزن 

 لوله در جریان متلاطم، متناسب با مجذور سرعت حرکت و متناسب با طول لوله است. یعنی:

𝐵𝑓 = 𝑘𝑓𝐿𝑢
2 

fK ضریب اصطکاک و fB  نیروی اصطکاک است. با توجه به وجود نیروی اصطکاک در لوله، سرعت جریان سیال

ای برای تغییرات ارتفاع سیال در شود. معادلهکند که سبب تغییر ارتفاع سیال در مخزن میدر لوله تغییر می

 مخزن و نیز سرعت خطی سیال در لوله نسبت به زمان به دست آورید. 

 

 :پاسخ
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 مشخصات آن( رسم شکل و 1

( حرکت سیال در لوله و نیز u( و به عبارت دیگر سرعت )F( متغیرهای مستقل و وابسته: شدت جریان )2

 ( در مخزن متغیرهای وابسته هستند. زمان متغیر مستقل است. h( و به عبارت دیگر ارتفاع سیال )Vحجم )

است. دما ثابت است. جرم ورودی به لوله ناپذیر و در نتیجه دانسیته آن ثابت های مدل: سیال تراکم( فرض3

 و جرم خروجی از آن برابر است و در لوله تجمع وجود ندارد. 

 شرایط اولیه:

𝑡 = 0 → 𝑢 = 𝑢0, ℎ = 𝐻0 

 آید. از معادله برنولی در شرایط پایا به دست می 0uو  0Hرابطه 

شود بررسی ارتفاع سیال در مخزن، حجم کنترل سیال درون مخزن فرض می ( انتخاب سامانه مورد مطالعه:4

گیرد. برای بررسی سرعت سیال در لوله، باید آب درون لوله به بندی قانون بقای جرم در آن انجام میو فرمول

 های قانون بقای جرم و مومنتوم روی آن اعمال شود.بندیعنوان حجم کنترل در نظر گرفته شود و فرمول

 های عمومیبندی قانون( فرمول5

 بندی جرم سیال برای سیال مخزن:فرمول-الف

𝑑𝑉

𝑑𝑡
=  𝐹0 − 𝐹 

𝑑ℎ

𝑑𝑡
=  

𝐹0

𝐴𝑡
− 𝑢

𝐴𝑝

𝐴𝑡
 

 بندی جرم برای سیال داخل لوله:فرمول-ب

 ماند:چون سیال درون لوله از نظر جرمی در حالت پایا است، جرم سیال درون لوله ثابت باقی می

𝜌𝑒𝑢𝑒𝐴𝑒 = 𝜌𝑖𝑢𝑖𝐴𝑖 

 با توجه به تراکم ناپذیر بودن سیال و عدم تغییر قطر لوله:

𝐴𝑖 = 𝐴𝑒 = 𝐴 , 𝜌𝑖 = 𝜌𝑒 = 𝜌 

 در نتیجه خواهیم داشت:

𝑢𝑖 = 𝑢𝑒 = 𝑢 

 بندی مومنتوم برای سیال داخل لوله:فرمول-ب

ای بندی تودهفرمولشود و با توجه به شده بر سیال داخل لوله در جهت حرکت سیال تصویر مینیروهای اعمال

𝑔𝑥برای قانون بقای اندازه حرکت، نیروی وزن در جهت افقی برابر با صفر است ) = 0.) 



 نرخ جرمی ورودی و خروجی و نیز سرعت سیال ورودی و خروجی در لوله با هم برابر است:

(𝜌𝑢2𝐴)𝑖 = (𝜌𝑢2𝐴)𝑒 

 باشد:رابطه فشار ورودی و خروجی از لوله به صورت زیر می

𝑃𝑖 = 𝜌𝑔ℎ + 𝑃0, 𝑃𝑒 = 𝑃0 

ای قانون بقای اندازه حرکت برای سیال درون لوله به صورت محیط است. در نتیجه معادله تودهفشار  0P که

 زیر است:

𝜌𝐿𝐴𝑝

𝑑𝑢

𝑑𝑡
= 𝐴𝑝(𝑃𝑖 − 𝑃𝑒) − 𝐵𝑓 

 شود:های معادله دیفرانسیلی سرعت در لوله حاصل میبا جایگذاری رابطه اصطکاک و مرتب کردن عبارت

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

𝑔ℎ

𝐿
−

𝑘𝑓

𝜌𝐴𝑝
𝑢2 

 آید.با حل دو معادله دیفرانسیلی مربوط به ارتفاع و سرعت، تغییرات ارتفاع مخزن و سرعت در لوله به دست می

های سود کروی شکل به شعاع مثال: مطابق شکل زیر به یک مخزن که ابتدا حاوی آب خالص است، دانه

ها کنند و به مرور اندازه آنها به تدریج حل شده و گرما تولید میشوند. دانهزده میریخته و هم Rمتوسط 

 باشد، موارد زیر را تعیین کنید: cKیابد. چنانچه ضریب انتقال جرم سود مقدار ثابت کاهش می

 الف( مدلی برای تغییرات غلظت محلول بر حسب زمان.

 ل بر حسب زمان.ب( مدلی برای تغییرات دمای محلو

 ها بر حسب زمان.ج( تغییرات شعاع متوسط دانه

 

شود. ضریب انتقال جرم ثابت است. شعاع دانه یکنواخت است. های مسئله: دانسیته محلول ثابت فرض میفرض

کند ولی دمای سود و محلول در هر دمای محلول با زمان تغییر می غلظت سود در محلول، تابع زمان است.

تعادل گرمایی هستند. حجم محلول ثابت است. غلظت اشباع سود در محلول ثابت است. آنتالپی زمان در 

 انحلال سود مقداری ثابت است. 



بندی بر باشند، فرمولسامانه مورد مطالعه: با توجه به اینکه متغیرهای وابسته در دو فاز سیال و جامد می

 رای فاز سیال و تغییرات شعاع ذرات برای فاز جامد.گیرد: تغییرات دما و غلظت باساس دو فاز صورت می

 الف( غلظت سود در محلول:

𝑑(𝐶𝑉)

𝑑𝑡
=  𝑁𝐴𝑆 

AN باشد:شار انتقال جرم از دانه به محلول است که مطابق زیر می 

𝑁𝐴 = 𝐾𝑐(𝐶
∗ − 𝐶) 

S های سود، سطح کل دانهV  ،حجم محلولC  غلظت سود در محلول و*C  غلظت اشباع سود در محلول است

نیز ضریب انتقال جرم سود در محلول با بعد طول بر زمان است. بنابراین با توجه  cKباشد. که خود تابع دما می

 توان نوشت:به ثابت ماندن حجم محلول می

𝑑𝐶

𝑑𝑡
= 𝐾𝑐

𝑆

𝑉
(𝐶∗ − 𝐶) 

 با شرط اولیه:

𝑡 = 0 → 𝐶 = 0 

د: افزایش دمای محلول به دلیل انحلال گرمازای سود است. اگر آنتالپی انحلال را مقدار وب( دمای محلول س

شود و معادله انرژی در نظر بگیریم، بر اساس گرمای تولیدی سبب تجمع انرژی در محلول می sHΔثابت 

 شود:حرارتی به صورت زیر حاصل می

ρ𝑐𝑠𝑜𝑙𝑉
𝑑𝑇

𝑑𝑡
= (−∆𝐻𝑠)(𝑁𝐴𝑆) 

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= (−∆𝐻𝑠)𝐾𝑐 (𝐶

∗ − 𝐶)
𝑆

ρ𝑐𝑠𝑜𝑙𝑉
 

 همچنین شرط اولیه به صورت زیر است: دانسیته آن است. ρ گرمای ویژه محلول و solcبه طوری که 

𝑡 = 0 → 𝑇 = 𝑇∞ 

باشد و موازنه جرمی جامد به شکل زیر نوشته ج( حجم دانه سود: در این حالت حجم کنترل، دانه سود می

 شود:می

𝑑(𝜌𝑠𝑉𝑠)

𝑑𝑡
= −𝐾𝑐𝑀𝑠(𝐶

∗ − 𝐶)𝑆 

sM توان نوشت:های سود میباشد. بر حسب شعاع دانهجرم مولی سود می 

𝑑𝑟

𝑑𝑡
= −

𝐾𝑐𝑀𝑠

𝜌𝑠
(𝐶∗ − 𝐶) 



 با شرط اولیه:

𝑡 = 0 → 𝑟 = 𝑅 

را قرار دهیم، سه معادله بر حسب سه متغیر وابسته ذکر شده یعنی  2rπn4مقدار  Sدر معادلات به جای  اگر

 که باید به صورت همزمان حل شود. شودها حاصل میدانهدما و غلظت سیال و شعاع 

توان مسئله را به صورت تحلیلی حل نمود. برای با فرض ثابت بودن غلظت اشباع سود و آنتالپی انحلال، می

ها را به ها، تغییرات غلظت بر حسب شعاع دانهتوان با تقسیم معادله غلظت محلول بر شعاع دانهاین منظور می

با زمان را  rتوان تغییرات ی حاصل میدر معادله غلظت و حل معادله C(r). سپس با جایگذاری دست آورد

توان تغییرات دمای آید. در نهایت میمحاسبه نمود و به این ترتیب غلظت بر حساب زمان نیز به دست می

 محلول با زمان را نیز به دست آورد. 

 بندی دیفرانسیلیفرمول

 32جزء حجم

و  یجزء حجم مانند حجم کنترل، ورود .باشدیمورد مطالعه جزء حجم م امانهس ،یلیفرانسید یبندفرمولدر 

 شده متفاوت است.مختصات انتخاب  امانهبرحسب س ز،یجرم دارد. شکل، ابعاد و نوع جزء حجم ن یخروج

ی ای به شکل قطعهمعمولا در مختصات کارتزین جزء حجم را به شکل مکعب مستطیل، در مختصات استوانه

که اگر    fگیرند. مانند تابع کوچک از استوانه و در مختصات کروی، به شکل قاچ کوچکی از کره در نظر می

ف تابعیت آن به صورت زیر حاصل های مختلسازی در سامانهپس از مدل وابسته به ابعاد مکانی و زمان باشد

 شود:می

 در مختصات کارتزین

𝑓 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) 

 ایدر مختصات استوانه

𝑓 = 𝑓(𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑡) 

       در مختصات کروی

𝑓 = 𝑓(𝑟, 𝜃, 𝜑, 𝑡) 

بندی دیفرانسیلی، ابتدا باید مشخص کرد که کمیت مورد بررسی تابع چه متغیرهای مستقلی در هنگام فرمول

است و در میان ابعاد مکانی سامانه کدام بعد نسبت به سایر متغیرهای مکانی اهمیت بیشتری دارد. این مسئله 

کند. به عنوان مثال اگر تابع مدل وابسته به سه بعد مکانی در انتخاب شکل و نوع جزء حجم به ما کمک می

                                                           
32 Element 



سازی، کمیت مورد مطالعه به از مدل باشد جزء حجم انتخاب شده نیز باید دارای سه بعد کوچک باشد تا پس

صورت تابعی از سه متغیر مکانی به دست آید. ولی اگر تابع مدل وابسته به یک بعد مکان باشد بهتر است که 

جزء حجم به شکلی انتخاب شود که فقط در همان بعد دارای اندازه کوچک بوده ولی در بقیه ابعاد به اندازه 

 سامانه اصلی باشد.

 مختصات کارتزین جزء حجم در

   اند.های مختلف مشخص شدههای مکعب مستطیل با اندازههای زیر جزء حجمدر شکل

        یبا سه بعد کوچک به اندازه مکعب مستطیل جزء حجم

(dx, dy, dz) 

 zو  x، yتابع بر حسب 

ی           با سه بعد کوچک به اندازه مکعب مستطیل جزء حجم

(dx, dy, l) 

  y و xتابع بر حسب 

  
 (dx, L, lی )با سه بعد کوچک به اندازه جزء حجم مکعب مستطیل

  xتابع بر حسب 

 
 

 

 

 

 

 



 ایاستوانهجزء حجم در مختصات 

   اند.مختلف مشخص شده هایشکلبا  ایدر مختصات استوانه های زیر جزء حجمدر شکل

 (dr, rdθ, dzاستوانه به ابعاد ) جزء حجم

 zو  r، θتابع بر حسب 

ای                استوانه به شکل حلقه کوچک استوانه جزء حجم

(dr, 2πr, dz) 

 zو  rتابع بر حسب 

  
ای به ابعاد                به شکل حلقه کوچک استوانه جزء حجم

(dr, 2πr, l) 

  rتابع بر حسب 

به شکل یک استوانه با ارتفاع کوچک به ابعاد                 جزء حجم

(R, 2πR, dz) 

 zتابع بر حسب 

  
 (R, Rdθ, lحجم به شکل قاچ کوچکی از استوانه به ابعاد )جزء 

 θتابع بر حسب 

 
 

 



 جزء حجم در مختصات کروی

و دو بعد زاویه  (Rباشد، یک بعد در جهت شعاع )در بازه صفر تا مختصات کروی شامل سه جهت فضایی می

باشد. المان سه بعدی در این نوع ( می2πو زاویه افقی )در بازه صفر تا  (π تا صفر )در بازهشامل زاویه قطبی 

 است. نمایش داده شده شکل زیرمختصات در 

 (r sinθ dφ, rdθ, drکره ) به شکل قاچی از جزء حجم

 φو  r، θتابع بر حسب 

      حجم به صورت حلقه توخالی از کره به ابعاد        جزء 

(2πr sinθ, rdθ, dr( )𝑑𝑠 =  ∫ 𝑟 sin(𝜃) 𝑑𝜑 =
2𝜋

𝜑=0

2𝜋𝑟 𝑠𝑖𝑛𝜃) 

  θ و rتابع بر حسب 

  
 با سطح جانبی و با سطح جانبی drحجم کروی به شکل کره توخالی به ضخامت جزء 

𝑑𝑆 =  ∫ ∫ 𝑟2𝑠𝑖𝑛𝜃 𝑑𝜃 𝑑𝜑 = 4𝜋𝑟2
𝜋

𝜃=0

2𝜋

𝜑=0

 

 
 

های مسئله، باید شکل و نوع جزء حجم به درستی انتخاب شود، بندی، ابتدا با توجه به فرضدر مرحله فرمول

 شود.میبندی کامل های عمومی برروی آن نوشته شود و با کمک قوانین ویژه فرمولسپس قانون

 های عمومیبندی قانونفرمول

ها مورد توجه قرار ها از این وجهها و خروجییک جزء حجم شش وجه دارد، باید ورودی با توجه به اینکه

شود و هیچ مرز مشترکی با آن ندارد، همواره سه گیرند. در جزء حجمی که داخل سامانه اصلی مشخص می

ر در مقابل خروج کمیت قرار دارند. کمیت اصلی مورد مطالعه باید وجه در مقابل ورود کمیت و سه وجه دیگ



ی ورود یا خروج از جزء حجم در نظر گرفته شود که پس از ضرب کردن به صورت نرخ فلاکس )شار( در نقطه

بندی کلی برای از آنجا که فرمول شود.در سطح مقطع جزء حجم مقدار نرخ کمیت انتقالی مشخص می

شار  شود.سازی کمک گرفته میرم، انرژی و مومنتوم مشابه هستند، از این تشابه در مدلهای مختلف جکمیت

و  33یکی در اثر جریان کلیکه  شودکمیت عبورکننده از جز حجم بر حسب جریان به دو عبارت تفکیک می

 اند.عرفی شدهها مهای مورد بحث، هر یک از عبارتباشد. در جدول زیر برای انواع کمیتمی 34دیگری اثر نفوذ

 

های نفوذ در جدول بالا، توابعی هستند که لازم است با استفاده از قوانین ویژه جایگزین شوند. برای کمیت

( τو شار نفوذ مومنتوم ) 36( با قانون فوریهqو شار نفوذ حرارت ) 35( با قانون فیکiJمثال شار نفوذ جز جرمی )

 شود. با قانون ویسکوزیته نیوتونی )برای سیال نیوتونی( جایگزین می

 قانون بقای جرم

بندی دیفرانسیلی قانون بقای جرم، به نام معادلات پیوستگی با انجام موازنه جرم بر روی جزء حجم فرمول

 کند.شود که تغییرات چگالی را نسبت به متغیرهای مکان و زمان تعیین میحاصل می

 مختصات کارتزین( 1

باشد که نرخ فلاکس ورودی و خروجی جرم می dzو  dx ،dyشکل زیر جزء حجم مکعب مستطیل به ابعاد 

 zو  x ،yدر جزء حجم بر اساس جهت  عمود بر سطح مشخص شده است. همواره جهت ورودی و خروجی

 شود. مشخص می

                                                           
33 Bulk flow 
34 Diffusion 
35 Fick’s law 
36 Fourier’s law 



 

باشد(، رابطه زیر به رل )که در اینجا جز حجم میپس از انتقال قانون بقای جرم از سامانه بسته به حجم کنت

 آید:دست می

 

باشد، زیرا جرم کلی سامانه همواره ثابت است. عبارت بندی جرم، تولید، مصرف و نفوذ مطرح نمیدر فرمول

 شود:سمت چپ در سه جهت فضایی مختلف مطابق روابط زیر نوشته می

 

A  سطح مقطع جز حجم عمود بر سطحx  وS  سطح مقطع جز حجم عمود بر جهتy  وW  سطح مقطع جز

کمک  xتوان از بسط سری تیلور در حول نقطه می x+dxyهستند. برای تعیین تابع  zحجم عمود بر جهت 

 گرفت، مطابق رابطه زیر: 

 

بندی قوانین عمومی توان از عبارت آخر به بعد صرف نظر کرد. بنابراین در فرمولمی dxبه علت کوچکی 

توان نرخ کمیت خروجی از جز حجم را مطابق معادله بالا جایگزین کرد. در این صورت، نرخ جرم خروجی می

 شود:( به صورت زیر نوشته میx+dxاز جزء حجم در مکان )

 



اعمال کرد که پس از تفاضل نرخ جرم خروجی از  zو  x ،yتوان برای هر سه جهت فضایی معادله بالا را می

 آید:ورودی به نتایج زیر به دست می

 

𝐴𝑥های بالا، در فرمول = 𝑑𝑦𝑑𝑧  ،𝑆𝑦 = 𝑑𝑥𝑑𝑧  و𝑊𝑧 = 𝑑𝑥𝑑𝑦 باشد. عبارت تجمع جرم در جز حجم نیز می

 شود:نوشته می

 

رابطه زیر حاصل  dxو  dz ،dyهای معادله در موازنه جرم و با حذف گذاری هر یک از عبارتین با جایبنابرا

 شود:می

 

 معادله بالا، معادله پیوستگی در مختصات کارتزین است.

 ای: ( مختصات استوانه2

سطوح آن مشخص ای به ابعاد است که شار ورودی و خروجی جرم از شکل زیر جزء حجم در مختصات استوانه

 شده است.

 

 :شودای نوشته میهای ورودی و خروجی، در جزء حجم استوانهبرای نوشتن قانون بقای جرم، تفاضل نرخ جرم



 

یکسان نیست، در صورتی  r+drبا ناحیه  r( در ناحیه r)سطح عمود بر جهت  Aمطابق شکل بالا، سطح مقطع 

 ثابت است. به طوری که: θنسبت به  Wو سطح مقطع  zنسبت به  Sکه سطح مقطع 

 

است. با کمک بسط  rتابع  Aای بر خلاف مختصات کارتزین، بنابراین باید توجه داشت در مختصات استوانه

 آید: ها در هر جهت به دست میها از ورودیسری تیلور نتیجه تفاضل خروجی

 

 شود.تجمع جرم در داخل جزء حجم نیز به صورت زیر جایگزین می

 

 های بالا در موازنه جرم خواهیم داشت:پس از جایگزین کردن کلیه عبارت

 

 شود:معادله زیر حاصل می rاز طرفین معادله و تقسیم بر  dθdrdzبا حذف 

 



 باشد.ای میمعادله بالا، معادله پیوستگی در مختصات استوانه

 ( مختصات کروی:3

های ورودی و خروجی جرم بر باشد که نرخ فلاکسمی dr ،rdθ ،rsinθ dφشکل زیر جز حجم کروی به ابعاد 

روی سطوح آن مشخص شده است. چنانچه موازنه جرم در جزء حجم نوشته شود، معادله پیوستگی در 

 .آیدمختصات کروی به دست می

 

 

 آیند:های زیر به دست میاز رابطه φWو  rA ،θSهای عمود بر مسیر جریان یعنی طبق شکل سطح

 

ها ها از ورودیهای خروجی از جزء حجم، نتیجه تفاضل خروجیبا استفاده از بسط سری تیلور برای کمیت

 چنین خواهد شد:

 



 

 آید:عبارت تجمع جرم در داخل جزء حجم نیز به صورت به دست می

 

 آید:جایگذاری روابط بالا در معادله موازنه جرم، معادله زیر به دست میبا 

 

 شود:معادله زیر نتیجه می drθ dφ dθ sin 2rپس از تقسیم معادله بالا بر عبارت 

 

گانه دستگاه مختصات معادله بالا، معادله پیوستگی در مختصات کروی است. معادله پیوستگی در سامانه سه

 آوری شده است:در جدول زیر جمع

 

( مجهول zuو  xu  ،yuگانه )های سهحرکت در جهت( و سرعت ρهای چگالی )های پیوستگی تابعدر معادله

های حرکت نیز استفاده شود که با حل همزمان معادله پیوستگی و هستند. بنابراین لازم است از معادله

در برخی موارد  تواناز طرفی با توجه به شرایط مساله میآیند. های حرکت توابع مجهول به دست میمعادله



تر کرد. به عنوان مثال اگر سامانه های پیچیده حاصل را سادهاستفاده کرده و معادله کنندههای سادهاز فرض

 شود.تر میناپذیر باشد، با توجه به ثابت بودن چگالی سیال معادله پیوستگی سادهمورد مطالعه یک سیال تراکم

 

داشته باشد و در نتیجه  ( اهمیتxفقط در یک بعد )ناپذیر سرعت حرکت سیال چنانچه در یک سیال تراکم

 شود:نتیجه می نشود، به طوری که در مختصات کارتزیابعاد دیگر ناچیز باشد، معادله پیوستگی بسیار ساده می

 

 شود:بنابراین از معادله کارتزین برای دانسیته ثابت نتیجه می

 

باشد می 0ρه و در ورودی لوله ای به شکل زیر سیالی در حرکت است. چگالی سیال در زمان اولیدر لوله مثال:

شود. خارج می fρ کند. در نهایت سیال با چگالیکه با حرکت سیال در طول لوله و به مرور زمان تغییر می

 کند:تغییرات چگالی در طول لوله از معادله تجربی زیر تبعیت می

 

(0u  سرعت ورودی سیال و اولیه سرعت وL ).طول لوله است 

 را با توجه شرایط مرزی و اولیه به دست آورید.  C و A ،Bهای الف( ثابت

 ب( به کمک معادله پیوستگی معادله سرعت سیال را به صورت تابعی از طول لوله و زمان به دست آورید.

را  u(L,∞)و همچنین مقدار نهایی سرعت سیال  u(z,∞)رخ سرعت پایا ، نیمu(z,0)پ( نیم رخ سرعت اولیه 

 تعیین کنید. 



 

 الف: پاسخ

 شرایط اولیه و مرزی عبارت است از:

 

 آیند:به صورت زیر به دست می C و A ،Bهای به کمک شرایط بالا و جایگذاری در معادله چگالی، ثابت

 

 آید:بنابراین معادله چگالی به دست می

 

 پاسخ ب:

 های مساله برای نوشتن معادله پیوستگی عبارتند از:فرض

کند. ناپذیر و چگالی آن متغیر است. چگالی سیال فقط تابع طول است و با شعاع لوله تغییر نمیسیال تراکم

صفر است. با توجه به فرضیات  ruو  θuشود. های شعاعی و چرخشی، صرف نظر میاز حرکت سیال در جهت

شود. ( انتخاب میR,2π,dzابعاد )موجود، سرعت سیال تابعی از طول لوله و زمان خواهد بود و جزء حجمی به 

 آید:در ابن صورت معادله پیوستگی زیر به دست می

 

 که شرط مرزی برای سرعت سیال به صورت زیر است:



 

 شود:با جایگذاری معادله به دست آمده برای چگالی در معادله بالا )پیوستگی(، معادله سرعت حاصل می

 

شود. در این معادله مرتبه اول است که به روش فاکتور انتگرال حل میمعادله بالا، یک معادله دیفرانسیلی 

 گردد:فاکتور انتگرال به صورت زیر معرفی می

 

 آید:به دست می 0u,t)=0(uبا شرط مرزی  Dثابت 

 

 شود:نتیجه می u(z,t)بنابراین تابع 

 

 پاسخ پ:

 آید:به دست میرخ سرعت اولیه در لوله به صورت زیر با کمک معادله بالا نیم

 

 رسد، عبارت است از:تابع سرعت در حالتی که سامانه به شرایط نهایی )پایا( می



 

 آید:سرعت در شرایط نهایی و در خروجی از لوله به صورت زیر به دست می

 

 بندی جزء مولیفرمول

های مصرف یا تولید و نفوذ ماده ، معادله پیوستگی جزئی، همراه با عبارتبندی جزء جرمی یا مولیدر فرمول

i شوند. در اینجا شار انتقال جرم جزء می نوشتهi  باiN شود که این انتقال شامل حرکت کلی نشان داده می

 شود:بندی میباشد که به صورت زیر فرمولمی iسیال و نفوذ ماده 

 

u هت آن به سرعت متوسط سیال است که جiN .بستگی دارد 

شود. برای بندی افزوده میبه وسیله یک واکنش مصرف یا تولید شود، سرعت واکنش نیز به فرمول iاگر جزء 

 شود:در جزء حجم به صورت زیر نوشته می i. فرمول موازنه مولی ماده i :0>iRو برای تولید  i :0<iRمصرف 

 

 مختصات کارتزین:

 شود:روابط زیر حاصل می dzو  dx ،dyدر یک جزء حجم مکعبی شکل، به ابعاد 

 



A ،S  وW  سطح مقطع وV .های بالا در معادله موازنه جرم و مرتب با جایگذاری عبارت حجم جزء حجم است

 آید:ها رابطه زیر به دست میکردن آن

 

 دهد. گانه نشان میصات سههای پیوستگی را برای جزء در دستگاه مختجدول زیر معادله

 

جایگزین شود و برای عبارت نفوذ از  iمجموع شارهای انتقال جرم در اثر جریان کلی و نفوذ  iNاگر به جای 

 آید:قانون فیک استفاده گردد، روابط زیر به ترتیب به دست می

 

iMD  ضریب نفوذ مولکولیi  در مخلوط سیال است. در این صورت مشتقiN  در جهتx  به صورت زیر حاصل

 شود:می

 

تر توان آن را سادهها میکه با استفاده از فرض شودبه همین ترتیب نوشته می zو  yشار انتقال در دو جهت 

 نمود.

 ناپذیر با ضریب نفوذ مولکولی ثابتسیال تراکم

 باشد:میدر مختصات کارتزین با اعمال چگالی ثابت، معادله پیوستگی به صورت زیر 



 

 شود:از طرفی با اعمال فرض ثابت بودن ضریب نفوذ مولکولی، معادله به شکل زیر تبدیل می

 

برای مختصات کارتزین  iهای دیگر و با اعمال آن در معادله پیوستگی جزء با تعمیم رابطه بالا برای جهت

 خواهیم داشت:

 

باشد. ناپذیر و ضریب نفوذ ثابت میدر مختصات کارتزین برای سیال تراکم iمعادله بالا، معادله پیوستگی جزء 

گانه ناپذیر با ضریب نفوذ ثابت در دستگاه مختصات سهرا برای سیال تراکم iجدول زیر معادله پیوستگی جزء 

 دهد. نشان می

 

 های نفوذیسامانه

 باشد:می جریان نفوذیو  جریان کلیدر هر جهت فضایی شامل دو عبارت  iشار انتقال جرم جزء 

 



u  سیال در جهت و امتداد حرکت.عبارت است از سرعت حرکت کلی 

های واقعی شرایط مختلفی بر فیزیک مسئله حاکم است که در دو حالت مختلف زیر با توجه به سامانه

 شود:بندی میطبقه

 (.u=0حالت اول: سرعت حرکت کلی سیال صفر است )

 باشد:شار انتقال جرم برابر با شار نفوذ میدر این صورت 

 

 این فرض در شرایط زیر برقرار باشد:

 سیال کاملا ساکن باشد.  ❖

 نفوذ در یک فاز جامد )با واکنش یا بدون واکنش( انجام شود. ❖

 های مساوی انجام شود.دو طرفه با تعداد مول (شار) نفوذ ❖

 نفوذ در فاز مایع همراه با واکنش رخ دهد. ❖

 (.u≠0صفر است ) دوم: سرعت حرکت کلی سیال غیرحالت 

 تواند برقرار باشد:این حالت در شرایط زیر می

 است. در این صورت: نفوذ در مقابل حرکت کلی سیال ناچیزسیال دارای حرکت اجباری است و -1

 

های نابرابر با مولفاقد حرکت اجباری است، اما در اثر عواملی مانند نفوذ یک طرفه یا نفوذ دو طرفه سیال  -2

توان از روابط سرعت متوسط شود. در این حالت برای تعیین سرعت حرکت کلی سیال میدارای حرکت می

 استفاده نمود:

 

در غلظت  iعبارت است از حاصل ضرب سرعت حرکت جز  i، همواره شار انتقال جرم جزء iNبا توجه به تعریف 

 آن. یعنی: 

 

 شود:در نتیجه با استفاده از دو معادله بالا نتیجه می 



 

totalC باشد و در نتیجه خواهیم داشت:مجموع غلظت اجزا می 

 

 

 توان گفت:و به عبارت دیگر می

𝑁𝑖 = 𝑦𝑖 ∑𝑁𝑗 + 𝐽𝑖 

معادله تواند در بر حسب شار انتقال جرم دیگر اجزاء به دست آمده است که می iNای برای در این حالت رابطه

 پیوستگی به کار برده شود.

 ( را در دو حالت زیر به دست آورید:iNمثال: شار انتقال جرم )

 .xدر مخلوط در جهت  iیک طرفه جزء  الف( نفوذ

 .xب( نفوذ دو طرفه در مخلوط دوتایی در جهت 

 الف( در این حالت:

 

  در نتیجه خواهیم داشت:

 

 مساوی ولی در جهت مخالف هستند. jو  iب( در این صورت شار انتقال جرم جزء 

 



 

 در نتیجه خواهیم داشت:

 

در اثر  Aپر شده است. مایع  Bباشد. ظرف قبلا از گاز می Aتوی مایع فرار مطابق شکل زیر مح ظرفیمثال: 

شود. دما به ظرف سطح آن همواره در ارتفاع ثابتی حفظ می Aکند. با تزریق مایع نفوذ می Bتبخیر به داخل 

 2Ayو در بالای ظرف مقدار ثابت  1Ayدر فصل مشترک مقدار ثابت  Aو فشار محیط ثابت است. کسر مولی 

 د، تعیین کنید:نآل باشایده Bو  Aاست. با فرض اینکه مخلوط گازهای 

 Bبه درون گاز  Aالف( فلاکس مولی انتقال جرم ماده 

 بر حسب ارتفاع ظرف Aب( تغییرات کسر مولی 

 

کند. در سطح مایع بیشترین نفوذ می Bبه درون گاز  Aدر اینجا یک سامانه نفوذ یک طرفه داریم که مایع فرار 

 وجود دارد: Aو در بالای ظرف کمترین غلظت  Aغلظت 

های مدل: سامانه در شرایط پایا است. دما و فشار سامانه ثابت است و گازها از قانون گاز ایده آل پیروی فرض

در گاز فقط تابع  Aمقدار ثابتی است. غلظت  2zو  1zدر ارتفاع  Bو  Aکنند و غلظت کل ثابت است. غلظت می

 کند. نفوذ نمی Aدر  Bمقدار ثابتی است. نفوذ یک طرفه است و  Bدر  Aارتفاع است و ضریب نفوذ 

بندی در فاز گاز فرمول Aدر فاز گاز تابع ارتفاع است، باید تغییرات کسر مولی  Aبا توجه به اینکه کسر مولی 

انتخاب و موازنه جزء در این جزء حجم نوشته  dzشود. بنابراین یک جزء حجم در داخل گاز با بعد کوچک 

 شود:می

 



 آید:مقدار ثابتی است و از معادله زیر به دست می zشود که شار انتقال جرم در جهت نتیجه می

 

 آید:ی زیر به دست می( مقدار ثابتی است و از رابطهAZN) zشود که شار انتقال جرم در جهت نتیجه می

 

 با جایگذاری روابط سرعت حرکت متوسط و نفوذ:

 

𝑦𝐴و چون  BzN  =0در نفوذ یک طرفه  =
𝐶𝐴

𝐶
 بنابراین: 

 

 شود:گیری میانتگرال 2zتا  1zاز معادله بالا در محدوده  AZNالف( با توجه به ثابت بودن 

 

 آید:در این صورت شار انتقال جرم به دست می

 

گیری انتگرال zتا  1zدر محدوده  AZNب( برای حل قسمت مجدد از معادله دیفرانسیلی به دست آمده برای 

 شود:می

 



 zبر حسب  Ayدر معادله بالا، تغییرات  که مقدار ثابتی است، به دست آمده در قسمت الف AZNبا جایگذاری 

 آید:به دست می

 

کند و واکنش درجه اول درون محلول نفوذ می Aباشد. گاز می Bظرفی مطابق شکل زیر حاوی محلول  مثال:

 دهد. تعیین کنید:در فاز مایع رخ می

 در فاز مایع. Aالف( تغییرات غلظت 

 به فاز مایع.  Aب( شار انتقال ماده 

 

کند، در فاز مایع تغییر می Aدهد و غلظت در این مسئله پدیده نفوذ همراه با واکنش در فاز مایع رخ می

 بندی باید در فاز مایع انجام شود.بنابراین فرمول

ناپذیر است. غلظت کل مایع مقدار ثابتی است. های مدل: سامانه در شرایط پایا قرار دارد. سیال تراکمفرض

𝑟𝐴−باشد )مقدار ثابتی است. سرعت واکنش در فاز مایع از درجه اول می Bدر  Aضریب نفوذ  = 𝑘𝐶𝐴.) 

فقط تابعی از ارتفاع مایع است، بنابراین یک جزء حجم  Aانتخاب سامانه مورد مطالعه: با توجه به اینکه غلظت 

گیرد که در این جزء حجم انجام می Aبندی غلظت شود و فرمولدر داخل مایع استفاده می dzبا بعد کوچک 

 کند:از فرمول زیر تابعیت می

 

 ست:بندی به صورت زیر انتیجه فرمول

 

 :Aمعادله شار انتقال ماده 



 

 (. بنابراین:zu=0شود، حرکت کلی سیال ناچیز است )با توجه به اینکه واکنش در فاز مایع انجام می

 

، فرمولی که در ابتدا به دست آمده بوددر نتیجه با توجه به رابطه به دست آمده برای شار و جایگذاری آن 

 :باشدمیآید که یک معادله دیفرانسیل معمولی رتبه دوم معادله زیر به دست می

 

 شرایط مرزی مسئله عبارت است از:

 

 حل با استفاده از روش عملگر مشتق:

𝑟2 −
𝑘

𝐷𝐴𝐵
= 0 → 𝑟 =  ±√

𝑘

𝐷𝐴𝐵
 

𝐶𝐴 = 𝑐1𝑒
√

𝑘
𝐷𝐴𝐵

𝑧
+ 𝑐2𝑒

−√
𝑘

𝐷𝐴𝐵
𝑧
 

 با استفاده از شرایط مرزی:

𝑧 = 0, 𝐶𝐴 = 𝐶𝐴0  →  𝑐1 + 𝑐2 = 𝐶𝐴0 

𝑧 = 𝐿,
𝑑𝐶𝐴

𝑑𝑧
=  0 →  𝑐1𝑒

√
𝑘

𝐷𝐴𝐵
𝐿
= 𝑐2𝑒

−√
𝑘

𝐷𝐴𝐵
𝐿
→ 𝑐2 = 𝑐1𝑒

2√
𝑘

𝐷𝐴𝐵
𝐿

 

𝑐1 =
𝐶𝐴0

1 + 𝑒
2√

𝑘
𝐷𝐴𝐵

𝐿

 , 𝑐2 =
𝑒

2√
𝑘

𝐷𝐴𝐵
𝐿
𝐶𝐴0

1 + 𝑒
2√

𝑘
𝐷𝐴𝐵

𝐿

 



𝐶𝐴

𝐶𝐴0
= 

𝑒
√

𝑘
𝐷𝐴𝐵

𝑧
+ 𝑒

2√
𝑘

𝐷𝐴𝐵
𝐿
𝑒

−√
𝑘

𝐷𝐴𝐵
𝑧

1 + 𝑒
2√

𝑘
𝐷𝐴𝐵

𝐿

 

 ب(

𝑁𝐴𝑧 = −𝐷𝐴𝐵

𝑑𝐶𝐴

𝑑𝑧
|𝑧=0 = −𝐷𝐴𝐵𝐶𝐴0

√
𝑘

𝐷𝐴𝐵
− √

𝑘
𝐷𝐴𝐵

𝑒
2√

𝑘
𝐷𝐴𝐵

𝐿
 

1 + 𝑒
2√

𝑘
𝐷𝐴𝐵

𝐿

 

 

به صورت مداوم و از بالا به پایین جریان دارد. در  B، مطابق شکل زیر، حلال مثال: در یک برج دیواره مرطوب

شود. اگر میان جذب می Bکند و به وسیله حلال از پایین به بالا حرکت می Aاین شرایط، گازی شامل جزء 

A  وB  واکنش انجام نشود و سرعت حرکت مایع نیز مقدار ثابتu  باشد، معادله دیفرانسیل تغییرات غلظتA 

را به دست آورید. در نهایت شرایط مرزی مورد نیاز برای حل را مشخص نمایید. فرض کنید،  Bدر داخل حلال 

 باشد. می 0ACبرابر با  مایع دیدر نزدیکی دیواره و همچنین در ورو Aغلظت جزء 

 

که تابعی از طول بستر و ضخامت  ، متغیر وابسته استBداخل حلال  Aبا توجه به فیزیک مسئله، غلظت جزء 

 باشد. فیلم مایع می

شود. شرایط پایا برقرار است. سیال تراکم ناپذیر است. ضریب نفوذ فرضیات: دما ثابت است. واکنش انجام نمی

A  درB ( ثابت است. سرعت حرکت کلی سیال ثابت است. از نفوذ در جهت طولیz در مقابل حرکت کلی )

 شود. ( در مقابل نفوذ صرف نظر میxشود. از حرکت کلی سیال در جهت افقی )سیال صرف نظر می

 بندی:فرمول



 

 فقط عبارت نفوذ مهم است، بنابراین: xدر جهت 

 

 حرکت کلی سیال مهم است، بنابراین: zدر جهت 

 

 بندی دیفرانسیلی به دست آمده خواهیم داشت:با جایگذاری روابط بالا در فرمول

 

 فقط به یک شرط مرزی نیاز است. مطابق زیر:  zبه دو شرط مرزی و برای جهت  xبرای جهت 

 

 جزئی است. لمعادله بالا یک معادله دیفرانسی

از درجه اول در فاز  A→B(، مطابق شکل زیر، واکنش شیمیایی Lای به طول )لوله گاهمثال: در یک واکنش

است. چنانچه سرعت حرکت سیال در  0ACدر جریان ورودی  Aشود. غلظت مایع و به طور مداوم انجام می

فرض شود، تغییرات  Dدر سیال  Aباشد و ضریب پراکندگی محوری  uثابت و مقدار متوسط  هگاطول واکنش

 را در طول لوله تعیین کنید.  Aغلظت 

 

 شود.نیز انجام می ی، علاوه بر حرکت کلی سیال با پراکندگی محورAدر این مسئله انتقال ماده 

 ها:فرض



گاه است. سرعت سیال ثابت است. دما ثابت است. فقط تابع طول واکنش Aناپذیر است. غلظت سیال تراکم

 .ار استشرایط پایا برقر

تابع طول لوله است. در این حالت لازم است جزء حجمی به طول کوچک  Aهای بالا غلظت با توجه به فرض

dz  در نظر گرفته شود که موازنه مولیA :در این جزء حجم به صورت زیر خواهد بود 

 

 بندی به صورت زیر است:نتیجه فرمول

 

 شود:حاصل میدر معادله زیر  AzNمعادله زیر با جایگذاری 

 

 شرایط مرزی:

 

شود، معادله حاصل یک معادله دیفرانسیل مرتبه دوم با ضرایب ثابت است که از روش عملگر مشتق حل می

 به طوری که معادله مشخصه آن به صورت زیر است:

𝑑2𝐶𝐴

𝑑𝑧2
− 

𝑢

𝐷𝑎𝑥

𝑑𝐶𝐴

𝑑𝑧
− 

𝑘

𝐷𝑎𝑥
𝐶𝐴 = 0 

𝑟2 −
𝑢

𝐷𝑎𝑥
𝑟 −

𝑘

𝐷𝑎𝑥
= 0  

∆ =  𝑏2 − 4𝑎𝑐 = (
𝑢

𝐷𝑎𝑥
)
2

+
4𝑘

𝐷𝑎𝑥
  

𝑟1, 𝑟2 = 

𝑢
𝐷𝑎𝑥

± √(
𝑢

𝐷𝑎𝑥
)
2
+

4𝑘
𝐷𝑎𝑥

2
 

𝐶𝐴 =  𝐴𝑒𝑟1𝑧 + 𝐵𝑒𝑟2𝑧 



 با استفاده از شرایط مرزی خواهیم داشت:

𝑧 = 0 → 𝐶𝐴 = 𝐶𝐴0 →  𝐴 + 𝐵 = 𝐶𝐴0 

𝑧 = 𝐿 →
𝑑𝐶𝐴

𝑑𝑧
= 0 →  𝐴𝑟1𝑒

𝑟1𝐿 + 𝐵𝑟2𝑒
𝑟2𝐿 = 0 

𝐴 =  −
𝑟2
𝑟1

 𝑒(𝑟2−𝑟1) 𝐿𝐵 

𝐵 =
𝐶𝐴0

1 −
𝑟2
𝑟1

 𝑒(𝑟2−𝑟1) 𝐿
 → 𝐴 =  

−𝐶𝐴0
𝑟2
𝑟1

 𝑒(𝑟2−𝑟1) 𝐿

1 −
𝑟2
𝑟1

 𝑒(𝑟2−𝑟1) 𝐿
  

 قانون بقای انرژی

سازی دیفرانسیلی بر حسب آید که در مدلدست می ی حرارت بهبندی انرژی حرارتی، معادلهاز فرمول

 آید.شود و در نهایت تغییرات دما به دست میمتغیرهای مکان و زمان نوشته می

های متحرک، انتقال حرارت سازی حرارت در سیالات انجام شود، به دلیل وجود اصطکاک بین لایهچنانچه مدل

سازی و دهد، بنابراین باید حرارت ناشی از اصطکاک نیز در نظر گرفته شود. در این بخش برای سادهرخ می

اصل از اصطکاک انجام نظر کردن از انرژی حبندی حرارت با صرفعدم دخالت عبارت تنش در مدل دما، فرمول

 شود.می

بندی حرارت، نرخ حرارت ورودی و خروجی در اثر حرکت کلی و نفوذ، تولید یا مصرف و تجمع برای فرمول

 شوند:گذاری میحرارت در جزء حجم نوشته و در معادله موازنه انرژی مطابق فرمول زیر جای

 نرخ حرارت ورودی( -)نرخ حرارت خروجی در اثر حرکت کلی و نفوذتجمع حرارت = )حرارت تولیدی(+ 

در یک واکنش شیمیایی باشد، عبارت تولید )یا  iء اگر در یک فرایند، حرارت مبادله شده در اثر مصرف جز

 شود:مصرف( انرژی حرارتی به صورت زیر نوشته می

 :نرخ حجمی تولید )یا مصرف( گرما در اثر واکنش

 

iR ی سرعت مصرف مادهi  وiHΔ ی آنتالپی واکنش برای مصرف یک مول مادهi در صورتی که  باشد.می

ی انرژی به صورت گرمای تولیدی )با علامت مثبت( و اگر واکنش واکنش گرماده باشد، این عبارت در موازنه

  رود.گرماگیر باشد، این عبارت به صورت مصرفی )با علامت منفی( به کار می



پیچ حرارتی تولید شود، معمولا نرخ حجمی حرارت تولیدی با ی یک سیموسیله اگر در یک سامانه حرارت به

‴u شود.مشخص می 

ای یا کروی انجام داد. برای ی کارتزین، استوانهگانهتوان در دستگاه مختصات سهبندی حرارت را نیز میفرمول

گیرد. مورد توجه قرار می سامانهاین ی حرارت در ای، معادلهبندی در مختصات استوانهآشنایی بیشتر با فرمول

( همراه با شارهای ورودی و خروجی حرارت dr, rdθ, dzحجمی به ابعاد )جزء  شکل زیربه این منظور مطابق 

 شود.در نظر گرفته می

 

و شار انتقال q شود. شار نفوذ حرارت با مطابق شکل بالا، حرارت به دو صورت نفوذ و حرکت کلی منتقل می

 انتقال جرم است.شار  ρu وآنتالپی در واحد جرم است  hاست.  ( نشان داده شدهρuhکلی با )حرارت 

به دما و گرمای ویژه )در فشار ثابت( بستگی  آنتالپیکند و خود را منتقل می آنتالپیسیال در حال حرکت 

 ءجز ورودی و خروجی ازهای نتالپیآهای زیر برای نرخ شود. فرمولدارد که بعدا برحسب دما جایگزین می

شوند که پس از اعمال بسط سری تیلور تفاضل ورودی از خروجی گانه نوشته میهای سهحجم در جهت

 مشخص شده است.

                                      کلی در اثر حرکت آنتالپینرخ عبور 

 نرخ حرارت ورودی( -)نرخ حرارت خروجی      

 zدر جهت 

 

 rدر جهت 

 

 θ در جهت



 

 ها و ذرات ماده در اثر تماس با یکدیگر حرارت خود را باباشد. مولکولمخصوص می آنتالپی hبه طوری که 

های در جهت و شودنظر گرفته می کنند که به صورت عبارت نفوذ حرارت درمکانیسم هدایت منتقل می

 شود: گانه در جزء حجم نوشته میسه

 نرخ انتقال حرارت در اثر نفوذ:                                    

 نرخ حرارت ورودی( -)نرخ حرارت خروجی            

 Zدر جهت 

 

 rدر جهت 

 

 θدر جهت 

 

zq ،rq  وθq ها به صورت هدایت حرارتی در انتقال حرارت در اثر نفوذ است که در اثر تماس مولکول شار

توان مقدار این حرارت را به گرادیان دما شود. به کمک قانون ویژه فوریه میگانه منتقل میهای سهجهت

 ارتباط داد. به صورت زیر:

 

 شکلبراساس . بر جهت انتقال حرارت استسطح مقطع جزء حجم عمود  θWو  zA، rS، های بالادر فرمول

 :شودبه صورت زیر جایگزین می θو  z ،r مساحت این سطوح در نواحی

 

 :باشد Vنیز  جزء حجمباشد و حجم ‴u چنانچه نرخ حجمی تولید حرارت 

 نرخ حرارت تولیدی:

 



 شود:صورت زیر نوشته می جزء حجم نیز بهعبارت تجمع انرژی حرارتی در 

 حرارت:تجمع 

 

 eباشد که به دما و گرمای ویژه )در حجم ثابت( بستگی دارد. انرژی داخلی جزء حجم در واحد جرم می m 

 :آیدی زیر به دست میحجم جزء حجم است که از رابطه Vجرم و 

 

 شود:بندی زیر حاصل میی انرژی، فرمولی موازنههای بالا در معادلهگذاری عبارتبا جای

 

( نتیجه Kهای مختلف )( از طرفین و با شرط تساوی ضرایب هدایت حرارتی در جهتrdθdzdrبا حذف )

 شود: می

 

ای است که لازم است بر حسب دما جایگزین ی حرارت در مختصات استوانهشکل کلی معادله بالای معادله

 کنیم:جایگزین می آنتالپیشود. به این ترتیب که ابتدا در عبارت تجمع، انرژی داخلی را با 

 

های تراکم ناپذیر فرض مناسبی است( اگر تغییرات فشار نسبت به زمان ناچیز باشد )این فرض در سامانه

𝑃�� بنابراین

𝜕𝑡
=  .توان استفاده کردجای انرژی داخلی میه ب آنتالپیو از  0

 کنیم:میبارت سمت چپ را به صورت زیر باز چهار عکلی به دست آمده سپس در معادله 

 



توان می dT pc=dhه رابطشود و در پرانتز دوم با استفاده از بقای جرم کلی صفر می پرانتز اول با توجه به قانون

ی ( معادلهρcتابع دما را جایگزین کرد. با فرض ثابت بودن ضریب هدایت حرارتی و تقسیم طرفین معادله به )

 شود.زیر حاصل می

 

نظر کردن از گرمای حاصل از اصطکاک، در مختصات کارتزین، مدل دیفرانسیلی حرارت را، با صرف جدول زیر

  دهد.ثابت نشان می cو  ρ ،K ای و کروی برای شرایطاستوانه

 
 

و  T∞است، وارد آب سردی به دمای  بوده 0Tای به دمای که از قبل در کوره Rی داغی به شعاع مثال: گلوله

باشد. گرمای ویژه و چگالی می Kشود. ضریب هدایت حرارتی گلوله مقدار ثابت می h∞ضریب انتقال حرارت 

 ی دیفرانسیل حرارت را در گلوله همراه با شرایط مرزی به دست آورید.است. معادله ρو  cگلوله به ترتیب 

به صورت تابعی گذرا خواهد بود. علاوه است، دمای کره  در این مسئله چون ابتدا گلوله در محیط دیگری بوده

 بر این، توزیع دما در جهت شعاع کره برقرار است.

شود. گرمای ویژه و چگالی گلوله ثابت است. تغییر دما در گلوله ها: در گلوله حرارت تولید یا مصرف نمیفرض

 تابع شعاع است. گلوله از نظر حرارتی در شرایط ناپایا قرار دارد.



 

با توجه به فرضیات بالا، دمای گلوله تابعی از شعاع است. بنابراین سامانه مورد مطالعه، یک جزء حجم کروی 

 شود:بندی حرارت در آن به صورت زیر انجام میباشد که فرمول، مطابق شکل بالا میdrبه ضخامت 

 نرخ حرارت ورودی( –)نرخ حرارت خروجی )در اثر نفوذ به جزء حجم(تجمع حرارت = 

 

 

 جرم جزء حجم است. با توجه به اینکه، mو  rی سطح مقطع جزء حجم در ناحیه rAی بالا، در معادله
2rπ4=rA  و جرم جزء حجمdr2rρπ4=rm  است و نیز𝜕𝑒

𝜕𝑡
= 𝑐

𝜕𝑇

𝜕𝑡
 qها و ، با جایگزین کردن این عبارت

  شود:ها نتیجه میبرحسب قانون فوریه و سپس مرتب کردن آن

 

𝛼به طوری که  =
𝐾

𝜌𝑐
 شود.، ضریب نفوذ حرارتی نامیده می

 شرایط مرزی:

 

شرط مرزی اول به دلیل خاصیت تقارن یا محدود بودن دما در مرکز کره است. شرط مرزی دوم، به دلیل 

 باشد.میتبادل حرارت به صورت جابجایی با محیط 



 شرط اولیه:

 

شود. شعاع و طول ای داغ، مطابق شکل زیر گرم میی استوانهجریانی از هوای سرد با عبور از یک لوله مثال:

باشد. می hو ضریب انتقال حرارت هوای لوله  wTی استوانه مقدار ثابت است. دمای دیواره L و Rلوله به ترتیب 

در لوله  uهوا با سرعت ثابت  می باشد. pc و K، ρی هوا به ترتیب ضریب هدایت حرارتی، چگالی و گرمای ویژه

باشد، تغییرات دمای هوا را در طول لوله در شرایط پایا تعیین  0Tحرکت می کند. اگر دمای هوای ورودی 

 کنید.

 

شود. همچنین هوا با کلی و هم در اثر نفوذ حرارت انجام می در این مسئله انتقال انرژی هوا، هم در اثر جریان

 ی لوله، انتقال حرارت جابجایی نیز انجام می دهد.جداره

تغییرات دمای هوا تابع  لوله در شرایط پایا برقرار است. شود.حرارتی در لوله تولید یا مصرف نمی: هافرض

ی آن به صورت جابجایی با ضریب تبادل حرارت هوای لوله با دیواره شعاع لوله نبوده و فقط تابعی از طول است.

تبادل حرارت هوا در طول لوله به صورت کلی )به علت حرکت هوا( و نفوذی  شود.انجام می hانتقال حرارت 

سرعت جریان هوا  شود.ی هوا ثابت فرض میچگالی و گرمای ویژه شود.( انجام میK)با ضریب هدایت حرارتی 

 ت است.ثاب

نظر  در dzای شکل به طول توجه به اینکه توزیع دما فقط تابعی از طول لوله است، جزء حجمی استوانه با

 .شودی حرارت روی آن نوشته میشود و موازنهمی گرفته

 نرخ حرارت ورودی( –نرخ حرارت خروجی )در اثر حرکت کلی و نفوذ()-)نرخ حرارت جابجایی( = 0

 

 :شودنتیجه می z+dz جهت بسط سری تیلور در استفاده با

 



 

 

S  سطح جانبی جزء حجم وA سطح مقطع جزء حجم است، به طوری که rdzπ2=S  2وrπA= بنابراین ،

 شود:ی زیر حاصل میمعادله

 

𝛼 به طوری که: =
𝑘

𝜌𝑐𝑝
 شرایط مرزی مسئله عبارتند از: .

 

توان مشتق آن را صفر در نظر گرفت کند، میچون دما دیگر تغییر نمی z=Lی خروج هوا یعنی در در منطقه

 شود. ملاحظه میبالا که در شرط مرزی 

 :حل معادله

𝑑2𝑇

𝑑𝑧2
−

𝑢

𝛼

𝑑𝑇

𝑑𝑧
− 

2ℎ

𝑅𝜌𝑐𝑝𝛼
(𝑇 − 𝑇𝑊) = 0 

θ پس از تغییر  متغیر = 𝑇 − 𝑇𝑊 :خواهیم داشت 

𝑑2𝜃

𝑑𝑧2
−

𝑢

𝛼

𝑑𝜃

𝑑𝑧
− 

2ℎ

𝑅𝜌𝑐𝑝𝛼
𝜃 = 0 

ی دیفرانسیل معمولی با ضریب ثابت است. بنابراین برای حل آن از عملگر یک معادله آمده به دستی معادله

 شود:حاصل می 2rو  1rی حقیقی ی زیر با دو ریشهی مشخصهشود. بنابراین معادلهمشتق استفاده می

𝑟1, 𝑟2 = 
𝑢

2 𝛼
 ± √

𝑢2

4𝛼2
+

2ℎ2

𝑅𝜌𝑐𝑝𝛼
 

 :آیددست می به θدر نتیجه تابع 

𝜃 = 𝐸𝑒𝑟1𝑧 + 𝐹𝑒𝑟2𝑧 

 گردد.دستگاه دو معادله دو مجهول زیر حاصل می، گذاری شرایط مرزیبا جای



{
𝐸 + 𝐹 = 𝜃0

𝐸𝑟1𝑒
𝑟1 + 𝐹1𝑟2𝑒

𝑟2 = 0
 

 .شود، جواب خصوصی مسئله حاصل میبالاپس از حل دستگاه 

ها کوچک است، بنابراین ضریب نفوذ ی آنچون ضریب هدایت حرارتی گازها نسبت به گرمای ویژهتذکر: 

توان از نفوذ حرارت نسبت به انتقال حرارت در اثر حرکت حرارتی آلفا برای یک گاز عدد کوچکی است و می

تر ادله سادهحذف و مع به دست آمدهی نظر کرد. در این صورت عبارت مشتق دوم در معادلهسیال صرف

 گردد.می

 ی حرکتقانون بقای اندازه

بندی، علاوه بر مقدار، ی حرکت )مومنتوم( برخلاف جرم و انرژی، یک کمیت برداری است و در فرمولاندازه

ی سازی موازنهی حرکت، نیرو است. بنابراین در این مدلنرخ اندازه .باید جهت و امتداد آن مورد توجه قرار گیرد

 شود.ی حرکت در مختصات کارتزین بررسی میبندی اندازهشود. در این بخش فرمولنجام مینیروها ا

است که پس از  zuو  xu ،yuی ی دستگاه مختصات، سرعت دارای سه مولفهگانههای سهبا توجه به جهت

طور  و باید به هستند شود. این سه معادله، وابسته به یکدیگری حرکت حاصل میبندی سه معادلهفرمول

های حرکت، لازم گانه تعیین گردد. همراه با معادلههای سهزمان حل شوند تا تغییرات مومنتوم در جهتهم

 باشد.ی پیوستگی نیز تحلیل شود، زیرا اندازه حرکت تابع دو متغیر سرعت و چگالی میاست معادله

ی مومنتوم دانید، مولفهطور که  میشود. همانبندی مومنتوم برای سیال نیوتنی مطرح میفرمول بخشدر این 

در  شود تامی نوشته xی مومنتوم در امتداد محور باشد. در اینجا ابتدا، موازنهمیz و x  ، yهای تابع جهت

ی سپس به تشابه، دو معادله نسبت به مکان و زمان به دست آید، xuی دیفرانسیلی تغییرات نهایت معادله

 شود.نیز نوشته می zuو  yuدیگر برای 

اثر حرکت  در نظر بگیرید. در این شکل شارهای مومنتوم درزیر مطابق شکل  (dx,dy,dzجزء حجمی به ابعاد )

نشان   xهای برشی و نرمال( و فشار هیدرواستاتیکی در امتداد محور)تنش ممومنتوکلی سیال، در اثر نفوذ 

 است. داده شده

 

 



 موازنه مومنتوم در این جزء حجم در امتداد یک محور مشخص عبارت است از:به طور کلی معادله 

 

گانه های سهبه منظور نوشتن تغییرات مومنتوم در اثر حرکت کلی سیال باید دانست که انتقال جرم در جهت

x ،y  وz  وجود دارد. ولی در تعیین شار مومنتوم در امتداد محورx ( فقط مولفهxu در نظر گرفته )شود.می 

 بنابراین: 

 

اند، یعنی مولفه مومنتوم فقط در جهت ضرب شده xuهای انتقال جرم ورودی و خروجی، همگی در سرعت نرخ

x اند.مشخص شده 

های نرمال و شود. نفوذ مومنتوم، در اثر تنشدر ادامه تغییرات مومنتوم ناشی از نفوذ به جزء حجم بررسی می

نیرو شود. از آنجایی که تنش یک تنسور است باید هم امتداد نیرو و هم سطحی که های برشی ایجاد میتنش

رت عمود، بر سطح جزء حجم وارد شود، مشخص باشد. تنش نرمال، یعنی فشاری که به صوبر آن اعمال می

آید و مماس بر سطح جزء حجم وارد ها به وجود میبرشی فشاری است که بر اثر اصطکاک لایه شود. تنشمی

 شود. می

های نرمال خود شامل فشار هیدرواستاتیکی و تنش عمودی است. فشار هیدرواستاتیکی همان فشار ناشی تنش

آید. در فشاری است که در اثر اصطکاک در مسیر حرکت به وجود می از ارتفاع سیال است و تنش عمودی

 اند.ها مشخص شدهجدول زیر انواع تنش

 

است، ولی تغییرات نیرو یا سرعت  xاست که در آن نیرو و سرعت حرکت در امتداد محور  تنشی zxτمنظور از 

است ولی تغییر نیرو و سرعت در  xیعنی تنشی که در آن نیرو و حرکت در جهت  xyτدهد. رخ می zدر جهت 



های برشی هستند که بر سطح مماس بر مسیر حرکت وارد تنش xyτ و zxτهای شود. تنشاعمال می yجهت 

تنشی که در آن هم  یعنی xxτشوند. شوند، در واقع نیروهای اصطکاکی که موجب کند شدن حرکت میمی

بندی فقط تصویر نیروها در شود. با توجه به اینکه در فرمولاعمال می xامتداد نیرو و هم تغییر نیرو در جهت 

مورد توجه است. در این حالت نیروهای وارد بر جزء حجم در اثر  xuشود، بنابراین تغییرات لحاظ می xجهت 

 شوند:تصویر می xهای عمودی و برشی در جهت تنش

 

 

xxτ  وارد میتنشی است که بر سطح عمود بر مسیر حرکت( شود و مطابق شکل بالا این فشار بر سطحdzdy )

شود. هنگام ورود سیال و در دو جهت مخالف به جزء حجم وارد می dx+xو  xدر دو ناحیه  xxτشود. وارد می

شده هنگام خروج سیال در مثبت و هنگام خروج از جزء علامت آن منفی است، زیرا نیروی اعمال xxτعلامت 

 شود. خلاف جهت حرکت به جزء حجم وارد می

xyτ ( تنشی است که به سطح مماس بر امتداد حرکت یعنی سطحdxdzوارد می ) شود و به این دلیل پدید

 شوند.یکدیگر باعث کند شدن حرکت میهای موازی به علت اصطکاک با آید که لایهمی

xyτ  در بالا و پایین جزء حجم، به ترتیب در دو ناحیهy  وy+dy شود که در و در دو جهت مخالف اعمال می

 شود. با علامت منفی وارد می y+dyبا علامت مثبت و در ناحیه  yموازنه مومنتوم در ناحیه 

xzτ  نیز در دو ناحیهz  وdz+z  به طور مماس( بر سطحxdydدر دو جهت مخالف اعمال می ) گردد. در ناحیه

z  با علامت مثبت و در ناحیهz+dz شود.با علامت منفی وارد می 

در مرحله بعد لازم است موازنه نیروها در اثر فشار هیدرواستاتیک نوشته شود. فشار هیدرواستاتیکی شامل 

نوشته شود، بنابراین فقط مولفه  xاست. با توجه به اینکه تصویر نیروها باید در جهت  zPو  xP ،yPهای مولفه

xP باشد، اما هنگام خروج در جهت حرکت و مثبت میماند. نیروی فشاری هنگام ورود به جزء حجم باقی می

 شود، بنابراین:از جزء حجم در خلاف جهت حرکت با علامت منفی اعمال می

 



ای تنشی و نیروهای حاصل از حرکت کلی سیال، نیروی وزنی نیز مطرح است که به علت جاذبه علاوه بر نیروه

 شود:زمین ایجاد می

 

V  حجم جزء حجم وxg  مولفه شتاب جاذبه در جهتx  .در اثر تجمع در جزء  مهمچنین تغییرات مومنتواست

 تصویر شود.  xحجم لازم است که در جهت 

 

 شوند:که در هر قسمت آمده با روابط زیر مشخص می Vو  xA ،yS ،zWمقدار 

 

با جایگذاری عبارت معرفی شده در معادله موازنه مومنتوم، سپس با کمک بسط سری تیلور و ساده کردن 

 شود:حاصل می xدر امتداد محور  مها، معادله زیر برای مولفه مومنتوعبارت

 

 

دارای  xuρ، زیرا عبارت مان با معادله پیوستگی نوشته شودبرای تکمیل کار لازم است معادله مومنتوم هم ز

 است. بنابراین با کمک معادله پیوستگی در مختصات کارتزین: xuو  ρدو تابع 

 

 در نتیجه خواهیم داشت:

 

ها است. به روش مشابه با نوشتن معادله xمعادله بالا معادله حرکت در مختصات کارتزین در امتداد محور 

 ها خواهیم داشت:xحرکت در امتداد محور 



 

شوند. در های حالت به نام نویه استوکس حاصل میباشد معادله گرانروی سیال ثابتدر روابط بالا چنانچه 

صورت زیر های تنش به های چرخشی، عبارتو با فرض عدم وجود حرکتسیال نیوتونی و تراکم ناپذیر 

 شود:جایگزین می

 

 شود.های حرکت در مختصات کارتزین، معادلات زیر حاصل میپس از جایگذاری روابط بالا در معادله



 

ای و کروی نیز نوشته شوند، برای سیال نیوتونی و تراکم ناپذیر اگر معادلات حرکت در مختصات استوانه

 شود.معادلات زیر حاصل می

 ای:استوانهمختصات 

 



  :کرویمختصات 

 

 δدر حال حرکت است. ضخامت فیلم مایع روی سطح  βمثال: مطابق شکل زیر مایعی روی سطحی به شیب 

 باشد. توزیع سرعت حرکت سیال را به دست آورید. می Lدار و طول سطح شیب

 

معادله نویه مهم است. بنابراین برای تعیین تغییرات سرعت از  xبا توجه به شکل بالا، حرکت سیال در جهت 

شود. به دلیل وجود اصطکاک در دیواره، سرعت استفاده می xاستوکس برای مختصات کارتزین و در جهت 

 باشد. ، تابعی از ضخامت فیلم مایع میxuحرکت 

کند. سامانه حرکت می xناپذیر و دارای گرانروی ثابت است. سیال فقط در جهت های مدل: سیال تراکمفرض

 شود.می xدر شرایط پایا قرار دارد. سطح آزاد مایع سبب ثابت ماندن فشار هیدرواستاتیکی در مسیر 



 توان به دو روش عمل کرد:برای نوشتن معادله حرکت سیال در این مسئله می

و عمق واحد در داخل سیال در نظر گرفته و با توجه به  dx ،dyش اول: یک جزء حجمی مکعبی با ابعاد رو

 مشخص کرد.  xفرضیات مسئله برایند نیروها را در امتداد محور 

مطابق معادله زیر نوشته و بر  xدر امتداد محور  و توان معادله حرکت را در مختصات کارتزینروش دوم: می

 کرد: ت موجود آن را سادهاساس فرضیا

 

 شود، بنابراین با توجه به فرضیات مسئله:در این مسئله از روش دوم استفاده می

 

حال برای تعیین 
𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑥
 شود. یعنی:ناپذیر استفاده میاز معادله پیوستگی سیال تراکم 

 

 شود:نتیجه می zuو  yuبا توجه به ناچیز بودن 

 

 شود، یعنی:نیز صفر می xu ثابت و در نتیجه مشتق دوم xدر جهت  xuبنابراین 

 

 شود:های در معادله نویه استوکس، معادله حرکت به صورت زیر تبدیل میبا جایگذاری تمام عبارت

 

 نیست. zو  yهای های حرکت برای مولفهنیازی به معادله zuو  yuبه دلیل ناچیز بودن 

 شرایط مرزی: 

 سیال، بیشینه است، بنابراین:چون سرعت حرکت در سطح 



 

 در ناحیه تماس سیال با سطح دیواره نیز شرط مرزی سکون برقرار است:

 

به این ترتیب با حل معادله دیفرانسیلی معمولی رتبه دوم بالا با دو شرط مرزی توزیع سرعت حرکت سیال به 

 آید:دست می

 

 و یا:

 

 

، نتیجه شد zuو  yuناپذیر بودن سیال و عدم وجود با وجود فرضیاتی که در این مسئله برقرار است، یعنی تراکم

توان جزء حجم را به صورت یک لایه برای استفاده از روش اول در این مسئله می است. yفقط تابع  xuکه 

تصویر  xوزن سیال را در جهت محور  در نظر گرفت و فقط نیروهای ناشی از تنش برشی و dyنازک به ضخامت 

 کرد.

، مطابق شکل زیر Rو شعاع  Lای قائم به ارتفاع ناپذیر با جریان آرام در لولهمثال: یک سیال نیوتونی تراکم

است. نیم رخ سرعت را در  LPو  0Pجریان دارد. فشار هیدرواستاتیکی سیال در ورود و خروج از لوله به ترتیب 

 مسئله را به دو روش زیر حل کنید: لوله به دست آورید.

 کننده.الف( با استفاده از معادله کلی حرکت و اعمال فرضیات ساده

 بندی معادله حرکت با فرضیات موجود.ب( انتخاب جزء حجم و انجام فرمول



 

از بعدی و در جهت ارتفاع است، ناپذیر و حرکت به صورت یکبا توجه به اینکه سیال تراکم حل قسمت الف:

شود، بنابراین معادله حرکت برای سیال نیوتونی و صرف نظر می ruو  θu های دیگر یعنیسرعت در جهت

 شود:و به صورت معادله زیر انتخاب می zای فقط در جهت ناپذیر در مختصات استوانهتراکم

 

ای به صورت زیر استوانهناپذیر در مختصات همراه با معادله مومنتوم، معادله پیوستگی نیز برای سیال تراکم

 شود:نوشته می

 

 های مسئله به صورت زیر است:همچنین فرض

  ( شرایط پایا برقرار است:1

 ناچیز است: θو  r های( سرعت سیال در جهت2

𝑢��: شود( با توجه به معادله پیوستگی نتیجه می3

𝜕𝑧
=  بنابراین مشتق دوم نیز صفر است:،  0

 

4 )zu  تابعθ :نیست 



 

 ( لوله عمودی است:5

 

 گردد:با توجه به فرضیات بالا، معادله نویه استوکس به صورت زیر ساده می

 

کند که بر حسب فشار ورودی و خروجی با حرکت سیال در لوله، فشار هیدرواستاتیکی در طول لوله تغییر می

 آید:به صورت تابعی خطی از طول لوله به دست می

 

 شود:بالا به یک دیفرانسیل معمولی رتبه دوم تبدیل میدر این صورت معادله 

 

 پس از حل معادله نهایی خواهیم داشت:

 

 شرایط مرزی:

 

صفر باشد و با توجه به شرط مرزی جداره لوله،  1Cسرعت محدود است، بنابراین باید  =0rبا توجه به اینکه در 

شود و در نتیجه جواب نهایی حاصل تعیین می 2Cمقدار 

  شود:می

 



حل قسمت ب: در این روش از ابتدا با توجه به فرضیات مسئله و استفاده از جزء حجم مناسب در داخل سیال، 

و  θuهای سرعتناپذیر بودن سیال و ناچیز بودن شود. با توجه به تراکمبندی معادله حرکت شروع میفرمول

ru شود که مقدار نتیجه میzu  در جهتz  و فقط تابعی از شعاع استوانه است. بنابراین مطابق شکل بالا یک

نوشته  zشود و نیروهای وارد بر این جزء حجم در جهت در نظر گرفته می drای به ضخامت جزء حجم استوانه

 شود:می

 های مدل:بر اساس فرض

غییرات مومنتوم در اثر حرکت کلی ثابت است. بنابراین ت zدر جهت  zuناپذیر بودن سیال، ( با توجه به تراکم1

 شود:صفر می zسیال در جهت 

 

 شود:نیز صرف نظر می z، از تغییرات تنش عمودی در جهت z( به علت ثابت بودن سرعت در جهت 2

 

وجود  r( به علت وجود نیروی اصطکاک، مماس بر سطح جانبی جزء حجم تغییرات تنش برشی در جهت 3

 دارد:

 

 وجود دارد: z( به علت اختلاف فشار هیدرواستاتیک در بالا و پایین لوله تغییرات تنش عمودی در جهت 4

 

 غیر صفر است: z( نیروی وزن جزء حجم نیز در جهت 5

 بودن جریان سیال در این مسئله، تجمع مومنتوم صفر است.  ( به علت پایا6

 شود:نوشته می zبا توجه به موارد بالا برایند نیروها در جهت 

 

V  ،جزء حجمA  سطح جانبی وS :سطح مقطع جزء حجم است. به طوری که 



 

شود. نتیجه حاصل به صورت طرفین معادله بالا بر تقسیم شده و به جای معادله گرانروی نیوتن جایگذاری می

 باشد:زیر می

 

 معادله حاصل با اعمال شرایط مرزی مانند روش قبل قابل حل است.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 نگاهی به حل معادلات دیفرانسیلی

 حل معادلات دیفرانسیلی معمولی مرتبه اول

 توان به شکل کلی زیر بیان کرد:هر معادله دیفرانسیل مرتبه اول را می

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦) 

 و یا به صورت:

𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0 

𝑛معادلات بالا، معادلات دیفرانسیلی مرتبه اول ) = ها شامل یک ثابت باشد. بنابراین جواب عمومی آنمی (1

(𝑐1 خواهد بود. البته با توجه به نوع تابع )𝑓(𝑥, 𝑦)  و یا𝑃(𝑥, 𝑦)  و𝑄(𝑥, 𝑦) توان های مختلفی را میروش

 برای حل این معادلات به کار برد.

 ( روش جداسازی متغیرها:1

,𝑃(𝑥ع اگر در معادله دیفرانسیلی معمولی بالا، مقادیر تواب 𝑦)  و𝑄(𝑥, 𝑦)  به صورت𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑓1(𝑥)𝑔1(𝑦) 

,𝑄(𝑥و  𝑦) = 𝑓2(𝑥)𝑔2(𝑦) گاه خواهیم داشت:تعریف شوند، آن 

𝑓1(𝑥)𝑔1(𝑦)𝑑𝑥 + 𝑓2(𝑥)𝑔2(𝑦)𝑑𝑦 = 0 

 داریم: 𝑔1(𝑦) 𝑓2 (𝑥)با تقسیم کردن طرفین رابطه فوق بر 

𝑓1(𝑥)

𝑓2(𝑥)
𝑑𝑥 + 

𝑔2(𝑦)

𝑔1(𝑦)
𝑑𝑦 = 0 

گیری از طرفین معادله بالا جواب معادله را به دست توان با انتگرالاند و میمتغیرها از یکدیگر جدا شدهاکنون 

 آورد.

∫
𝑓1(𝑥)

𝑓2(𝑥)
𝑑𝑥 + ∫

𝑔2(𝑦)

𝑔1(𝑦)
𝑑𝑦 = 𝑐 

 ( روش فاکتور انتگرال:2

 حل نمود:باشد، توان معادلات خطی مرتبه اول را که به شکل کلی زیر میبه کمک روش فاکتور انتگرال می

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑝(𝑥)𝑦 = 𝑟(𝑥) 

μبر اساس این روش مقدار  = 𝑒∫ 𝑝𝑑𝑥 شود که با ضرب آن در طرفین معادله خواهیم داشت:تعریف می 

𝑑(𝜇𝑦) = 𝜇𝑟 



 گیریم:برای حل معادله بالا از معادله انتگرال می

𝜇𝑦 = ∫𝜇𝑟 𝑑𝑥 + 𝑐  → 𝑦 =  
1

𝜇
[∫𝜇𝑟𝑑𝑥 + 𝑐] 

 سازی خواهیم داشت:در معادله فوق و بعد از ساده μکه با جایگذاری 

𝑦 =  𝑒−∫𝑝𝑑𝑥[∫ 𝑟 𝑒∫𝑝𝑑𝑥𝑑𝑥 + 𝑐] 

 ( معادله برنولی )بر پایه تغییر متغیر(:3

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥)𝑦𝑛 , 𝑛 ≠ 0,1 

در طرف راست معادله ظاهر شده است.  nyساز است. با این تفاوت که این معادله مشابه با معادله عامل انتگرال

 شود:نتیجه می nyبا تقسیم دو طرف معادله بر 

𝑦−𝑛
𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥)𝑦1−𝑛 = 𝑄(𝑥) 

 شود:سپس تابع جدیدی به صورت زیر تعریف می

𝑢 =  𝑦1−𝑛 

 شود:از دو طرف معادله بالا دیفرانسیل گرفته می

𝑑𝑢 = (1 − 𝑛)𝑦−𝑛𝑑𝑦 

 معادله اصلی خواهیم داشت:با جایگذاری دو عبارت بالا، در 

(
1

1 − 𝑛
)
𝑑𝑢

𝑑𝑥
+ 𝑃(𝑥) 𝑢 = 𝑄(𝑥) 

حاصل  y(x)آید و در نتیجه آن به دست می u(x)ساز قابل حل هست که تابع معادله بالا به روش عامل انتگرال

 شود.می

 nمعادلات دیفرانسیلی مرتبه 

 توان به صورت زیر تعریف نمود:را می nبطور کلی معادله دیفرانسیلی مرتبه 

𝑎𝑛

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
+ 𝑎𝑛−1

𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1
+ ⋯+ 𝑎1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎0 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

و ... مقادیر ثابت باشند به معادله بالا اصطلاحا معادله دیفرانسیلی خطی با ضرایب  𝑎0 ،𝑎1 اگر کلیه ضرایب 

باشند به آن معادله دیفرانسیلی خطی با ضرایب  xاز شود و اگر حداقل یکی از ضرایب تابعی ثابت گفته می

 متغیر گویند. 



و یا مشتقات آن باشد معادله دیفرانسیلی یک معادله  yو ... تابعی از  𝑎0 ،𝑎1 اگر حداقل یکی از ضرایب 

𝑓(𝑥)دیفرانسیلی غیرخطی خواهد بود. همچنین اگر  = شود و اگر معادله همگن یا هموژن نامیده می 0

𝑓(𝑥) ≠  شود. نگاه معادله یک معادله غیرهمگن یا هتروژن نامیده میآ 0

𝑓(𝑥)شود، حالت اول اگر حل معادله دیفرانسیل بالا در دو حالت بررسی می = باشد، معادله دارای  0

شود و حالت نشان داده می 𝑦ℎ(𝑥)هایی است که اصطلاحا به آن جواب قسمت همگن معادله گویند و با جواب

𝑓(𝑥)دوم اگر  ≠ باشد آنگاه معادله علاوه بر جواب قسمت همگن دارای جوابی است که به آن جواب قسمت  0

شود. بطور کلی جواب نهایی معادله بالا نشان داده می 𝑦𝑝(𝑥)غیر ناهمگن معادله )یا جواب خاص( گویند و با 

 به صورت زیر خواهد بود:

𝑦(𝑥) =  𝑦ℎ(𝑥) + 𝑦𝑝(𝑥) 

باشد. همچنین جواب قسمت ناهمگن بر جواب می nه معادله، دارای قسمت همگن معادله با توجه به درج

 متفاوت خواهد بود. 𝑓(𝑥)حسب نوع تابع 

 

 با ضرایب ثابت n( حل معادلات دیفرانسیل خطی مرتبه 1

 اگر کلیه ضرایب معادله دیفرانسیلی مقادیر ثابتی باشد خواهیم داشت:

𝑎𝑛

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
+ 𝑎𝑛−1

𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1
+ ⋯+ 𝑎1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎0 𝑦 = 𝑓(𝑥) 

تر بیان شد جواب معادله فوق از دو قسمت همگن و غیر همگن تشکیل شده است و جواب همانطور که پیش

𝑦نهایی به صورت  =  𝑦ℎ + 𝑦𝑝 باشد.می 

 جواب قسمت همگن:  •

 گیریم:( معادله بالا را به صورت زیر در نظر می𝑦ℎبرای به دست آوردن جواب قسمت همگن )

𝑎𝑛

𝑑𝑛𝑦

𝑑𝑥𝑛
+ 𝑎𝑛−1

𝑑𝑛−1𝑦

𝑑𝑥𝑛−1
+ ⋯+ 𝑎1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎0 𝑦 = 0 

𝑦به طور کلی  = 𝑒𝜆𝑥 باشد. با قرار دادن آن در معادله و بعد از ساده کردن داریم:جواب کلی معادله می 

𝑎𝑛𝜆
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝜆

𝑛−1 + ⋯+ 𝑎0 = 0 

𝜆1 ،𝜆2  و ... ،𝜆𝑛 های معادله درجه جوابn باشند. فوق می 

 سه حالت قابل بررسی است: 𝜆𝑛، ... و  𝜆1 ،𝜆2بر حسب مقادیر مختلف 



صورت ه مقادیر حقیقی و نابرابر باشند، در این صورت جواب قسمت همگن معادله ب λهای اگر تمام ریشه -

 زیر خواهد بود:

𝑦ℎ = 𝑐1𝑒
𝜆1𝑥 + 𝑐2𝑒

𝜆2𝑥 + ⋯+ 𝑐𝑛𝑒
𝜆𝑛𝑥 

های حقیقی جواب مانند قسمت قبل بوده و ها مختلط باشند، در این صورت برای ریشهاگر تعدادی از ریشه -

𝜆12های موهومی )برای مثال برای ریشه = 𝛼 ± 𝑖𝛽:جواب بصورت زیر خواهد بود ) 

𝑒(𝛼±𝑖𝛽)𝑥 = 𝑒𝛼𝑥(𝑐1 cos 𝛽𝑥 + 𝑐2 sin 𝛽𝑥)  

𝜆1ریشه با هم برابر باشند یعنی  kاگر تعداد  - = 𝜆2 = ⋯ = 𝜆𝑘 = 𝑚   آنگاه جواب برایk صورت ه ریشه ب

 باشد:زیر می

𝑦 = (𝑐1 + 𝑐2𝑥 + 𝑐3𝑥
2 + ⋯+ 𝑐𝑘𝑥

𝑘−1)𝑒𝑚𝑥 

 خواهیم داشت: معادله همگن مرتبه دوم با ضرایب ثابتبه عنوان مثال برای یک 

𝑎0

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑎1

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ 𝑎2𝑦 = 0 

 شود:و در نتیجه معادله مشخصه زیر حاصل می

𝑎0𝑟
2 + 𝑎1𝑟 + 𝑎2 = 0 

شوند که در نتیجه آن، مشخصه بر حسب علامت دلتا به سه صورت تعیین میهای معادله ریشه

آید. در نهایت جواب عمومی معادله از ترکیب خطی دو جواب برای معادله بالا به دست می

های معادله مشخصه همراه با جواب عمومی در گردد. در جدول زیر ریشهها حاصل میجواب

 های مختلف ارائه شده است:حالت

 

 

 



 جواب قسمت ناهمگن:  •

 𝑓(𝑥)تعریف نمود. برای مثال اگر تابع  𝑓(𝑥)توان بر حسب شکل تابع ( را می𝑦𝑝جواب قسمت غیرناهمگن )

𝑓(𝑥)بصورت  = 𝐴𝑒𝑚𝑥 ( باشدA  وm آنگاه می )توان مقادیر مشخصی باشند𝑦𝑝  را بصورت𝑦𝑝 = 𝑘𝑒𝑚𝑥 

طور ه را بدست آورد. ب kرا در معادله اصلی قرار داده و مقدار مجهول  𝑦𝑝تعریف نمود و فقط کافیست مقدار 

 استفاده نمود: 𝑓(𝑥)توان برای انواع مختلف تابع کلی از جدول زیر می

𝑦𝑝 𝑓(𝑥) 
𝑘𝑒𝑚𝑥 𝐴𝑒𝑚𝑥 

𝑘1 cos𝑚𝑥 + 𝑘2 sin𝑚𝑥 𝐴 cos𝑚𝑥 + 𝐵 sin𝑚𝑥 
𝑘𝑛𝑥

𝑛 + 𝑘𝑛−1𝑥
𝑛−1 + ⋯+ 𝑘0  𝐴𝑛𝑥

𝑛 + 𝐴𝑛−1𝑥
𝑛−1 + ⋯+ 𝐴0  

𝑒𝑛𝑥(𝑘1 cos𝑚𝑥 + 𝑘2 sin𝑚𝑥) 𝑒𝑛𝑥(𝐴 cos𝑚𝑥 + 𝐵 sin𝑚𝑥) 
𝑒𝑛𝑥 (𝑘𝑛𝑥

𝑛 + 𝑘𝑛−1𝑥
𝑛−1 + ⋯+ 𝑘0 ) 𝑒𝑛𝑥 (𝐴𝑛𝑥

𝑛 + 𝐴𝑛−1𝑥
𝑛−1 + ⋯+ 𝐴0 ) 

در معادله اصلی مقادیر  𝑦𝑝باشند که با قرار دادن رابطه مجهول می 𝑘𝑛، ... و 𝑘 ،𝑘0 ،𝑘1در جدول فوق، ضرایب 

 آیند.مجهول به دست می

ایجاد شود آنگاه جملات مشابه در  𝑦ℎجملاتی شبیه به جملات  𝑦𝑝های بدست آمده برای نکته: اگر در جواب

𝑦𝑝  را در𝑥𝑁 ( ضرب نمودهN تا این جملات با تکوچک )مامی جملات موجود در ترین توان مثبت است𝑦ℎ 

 غیر مشابه باشند.

 مثال: معادله دیفرانسیل زیر را حل کنید:

 

 شود:جواب این معادله به صورت مجموع دو جواب همگن و خصوصی، به صورت زیر نشان داده می

 

 حل قسمت همگن معادله:

 

ای مشابه با طرف دوم معادله سوال، یعنی یک چند جمله xای از برای تعیین جواب خصوصی، یک چند جمله

 شود:درجه دوم با ضرایب نامعین انتخاب می

 



 شود.تعیین می cو  a ،bدر دو طرف معادله اصلی ضرایب  pyبا قرار دادن 

 

 شود:یر حاصل میزدر نتیجه جواب کلی معادله به صورت 

 

های همگن های تکراری نسبت به جوابدر تعیین جواب خصوصی این نوع معادلات باید دقت کرد که جواب

 ایجاد نشود. 

دار در شرایط حجم و دمای ثابت انجام زنگاه نیمه پیوسته همواکنش سری و ابتدایی زیر در یک واکنشمثال: 

و نرخ حجمی  0Cبا غلظت  Aباشد. جریانی از ماده گاه موجود نمیگر در واکنششود. در ابتدا مواد واکنشمی

0v شود.گاه تزریق میبه واکنش 

 

گاه را نسبت به زمان در واکنش Bو  Aهای ای، روابط ریاضی تغییرات مولسازی تودهالف( با توجه به مدل

 کند.نسبت به زمان از معادله دیفرانسیل رتبه دوم زیر پیروی می Bهای بنویسید و نشان دهید که تغییرات مول

 

 را به دست آورید.  Bn(t)ب( این معادله را حل کنید و تابع 

گاه در داخل واکنش Cو  A ،Bهای اولیه گاه ثابت است. مولناپذیر است. دمای واکنشها: سیال تراکمفرض

 های ابتدایی هستند. صفر است. واکنش

 الف: قسمت 

ای انجام در حجم کنترل )محلول واکنش( به ترتیب، به صورت توده Bو  Aبندی: موازنه جزء مولی فرمول

 شود:می

 



 :)*( به ترتیب به صورت زیر است Bو سرعت واکنش تولید  Aسرعت واکنش مصرف 

 

 :)*( خواهیم داشت Bای برای جزء در معادله توده Brبنابراین با جایگذاری 

 

کند ولی در این مسئله خاص، تغییر می A( در اثر ورود ماده گاهحجم محلول واکنشچه حجم کنترل )اگر 

با  باشد.ها حذف شده و نیازی به تعیین آن نمیها از درجه اول هستند، حجم محلول در معادلهچون واکنش

 گیری از معادله بالا بر حسب زمان خواهیم داشت:مشتق

 

𝑑𝑛𝐴 چنانچه به جای

𝑑𝑡
 جایگذاری شود: Aای ی مربوط به موازنه تودهدر معادله بالا رابطه 

 

کنیم. که در این صورت معادله جایگذاری می Bn( استفاده کرده و بر حسب *از معادله ) Anسپس به جای 

 شود:آید و پس از مرتب کردن، به صورت زیر حاصل میو مشتق آن به دست می Bnبالا فقط بر حسب 

 

معلوم هستند. به طوری  t=0قسمت ب: برای حل این مسئله احتیاج دبه دو شرط اولیه داریم که هر دو در 

 گاه موجود نیست. بنابراین:ای در واکنشچ مادهکه در زمان اولیه هی

 

 استفاده کرد: Bتوان از معادله جزء مولی و همچنین در زمان اولیه می

 

 ظرف صفر است، بنابراین:های اولیه در و از آنجا که مول

 



𝑃 برای حل معادله اگر فرض شود = 𝑘1𝐶0𝑣0  ،𝑄 =  𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3  و𝑅 =  𝑘1𝑘3 . به دست  نهایی معادله

 شود:آمده در قسمت قبل به شکل زیر نوشته می

 

 با شرایط اولیه:

 

ان از مجموع دو جواب تومرتبه دوم ناهمگن با ضرایب ثابت است، بنابراین می ODEمعادله بالا یک معادله 

 همگن و خصوصی استفاده کرد:

 

 جواب همگن:

 

𝑄2 با فرض اینکه > 4𝑅 :معادله دو جواب حقیقی دارد 

 

 جواب خصوصی معادله نیز عبارت است از:

 

 بنابراین جواب عمومی مساله عبارت است از:

 

 با جایگذاری شرایط اولیه:

 



 در این صورت:

 

 .به دست آورد Aای برای جزء توده را با حل معادله An(t)توان می Bn(t)به این ترتیب با داشتن 

 خطی رتبه دوم با ضرایب متغیر( حل معادلات دیفرانسیل 2

 شکل کلی یک معادله خطی همگن با ضرایب متغیر به صورت زیر است:

 

، به صورت yشود. به این ترتیب که تابع انجام می هاایها به کمک چند جملهمعمولا حل تحلیلی این معادله

شود، سپس با جایگزین کردن آن در معادله دیفرانسیل، پارامتر ای توانی در نظر گرفته مییک چند جمله

شود. گردد. این روش به نام روش فروبنوس شناخته میهای آن تعیین میای و کلیه ثابتنمای چند جمله

در محدوده مورد بررسی توابع پیوسته و معین  R(x)و  P(x) ،Q(x)ن است که توابع شرایط اعمال این روش ای

 باشند. 

 الف( معادله کوشی یا اویلر

 شکل این معادله به صورت زیر است:

 

شود، هر سه معادله دارای ابعاد یکسان هستند. این ثابت هستند. چنانچه ملاحظه می bو  aبه طوری که 

ای با ضرایب ثابت تبدیل و سپس با استفاده از تری، با یک تغییر متغیر، به معادلهتوان از راه سادهمعادله را می

 عملگر مشتق آن را به صورت زیر حل کرد.

 زین کردن آن در مشتق اول و دوم معادله بالا:و جایگ z=ln(x) با اعمال تغییر متغیر

 

 شود:و پس از جایگذاری در معادله بالا نتیجه می



 

 شود که معادله مشخصه آن عبارت است از:به این ترتیب معادله اولیه به معادله بالا با ضرایب ثابت تبدیل می

 

به صورت جدول زیر به دست  yو در نهایت تابع  آیددر این صورت بر حسب علامت دلتا سه حالت پیش می

 آید:می

 

𝑦با نیم رخ هذلولی ) سوزنی پره یک در شکل زیر مثال: = 𝐶𝑥2 ) ،نشان داده شده است. ضریب هدایت حرارتی

 ℎو  ∞𝑇است. دما و ضریب انتقال حرارت محیط به ترتیب   𝐿و  𝐾 ،2𝑏ضخامت پایه و طول پره به ترتیب 

 عدد ثابت( Cباشد. تعیین کنید: )می

 الف( توزیع دمای یک بعدی پره در شرایط پایا

 ب( نرخ انتقال حرارت

 

 

 

 

 



𝑞𝑥 − 𝑞𝑥+𝑑𝑥 − (𝑑𝑆ℎ(𝑇 − 𝑇∞)) = 0, 𝑑𝑆 = 2𝜋𝑦𝑑𝑥  

𝑞𝑥+𝑑𝑥 = 𝑞𝑥 + 
𝑑𝑞𝑥

𝑑𝑥
𝑑𝑥  →  𝑞𝑥 −  𝑞𝑥 − 

𝑑𝑞𝑥

𝑑𝑥
𝑑𝑥 − (𝑑𝑆ℎ(𝑇 − 𝑇∞)) = 0 

− 
𝑑𝑞𝑥

𝑑𝑥
𝑑𝑥 − (𝑑𝑆ℎ(𝑇 − 𝑇∞)) = 0 

− 
𝑑(𝑞𝑥

,,𝐴)

𝑑𝑥
𝑑𝑥 − (𝑑𝑆ℎ(𝑇 − 𝑇∞)) = 0 , 𝑑𝑆 = 2𝜋𝑦𝑑𝑥 , 𝐴 = 𝜋𝑦2 

− 
𝑑(𝑞𝑥

,,𝑦2)

𝑑𝑥
− (2𝑦ℎ(𝑇 − 𝑇∞)) = 0 , 𝑦 = 𝐶𝑥2 

− 
𝑑(𝑞𝑥

,,𝐶2𝑥4)

𝑑𝑥
− (2𝐶𝑥2ℎ(𝑇 − 𝑇∞)) = 0, 𝑞𝑥

,, = −𝑘
𝑑𝑇

𝑑𝑥
, 𝑘 = 𝑐𝑡𝑒 

 
𝑑

𝑑𝑥
(𝑥4

𝑑𝑇

𝑑𝑥
) −

(2𝑥2ℎ(𝑇 − 𝑇∞))

𝑘𝐶
= 0, 𝜃 = 𝑇 − 𝑇∞ 

 پس از تغییر متغیر:

𝑑

𝑑𝑥
(𝑥4

𝑑𝜃

𝑑𝑥
) −

(2𝑥2ℎ𝜃)

𝑘𝐶
= 0  

 

 اویلر:-معادله کوشی

𝑥4
𝑑2𝜃

𝑑𝑥2
+ 4𝑥3

𝑑𝜃

𝑑𝑥
−

2ℎ

𝑘𝐶
𝑥2𝜃 = 0 

𝑥2
𝑑2𝜃

𝑑𝑥2
+ 4𝑥

𝑑𝜃

𝑑𝑥
−

2ℎ

𝑘𝐶
𝜃 = 0 

 تغییر متغیر:

𝑧 = ln(𝑥) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

1

𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑧
 

𝑑𝑦2

𝑑𝑥2
=

1

𝑥2

𝑑𝑦2

𝑑𝑧2
−

1

𝑥2

𝑑𝑦

𝑑𝑧
 

𝑑2𝜃

𝑑𝑧2
+ 3

𝑑𝜃

𝑑𝑧
−

2ℎ

𝑘𝐶
𝜃 = 0 

∆= 9 +
8ℎ

𝑘𝐶
 

𝑟1, 𝑟2 =
−3 ± √9 +

8ℎ
𝑘𝐶

2
 



𝜃 = 𝐶1𝑒(

 
−3+√9+

8ℎ
𝑘𝐶

2

)

 𝑧

+ 𝐶2𝑒(

 
−3−√9+

8ℎ
𝑘𝐶

2

)

 𝑧

 

𝜃 = 𝐶1𝑥(

 
−3+√9+

8ℎ
𝑘𝐶

2

)

 

+ 𝐶2𝑥

−

(

 
3+√9+

8ℎ
𝑘𝐶

2

)

 

 

𝑇(0) محدود →  𝜃(0) محدود →  𝑐2 = 0 

𝜃 =  𝑐1𝑥(

 
−3+√9+

8ℎ
𝑘𝐶

2

)

 

 

𝑇(𝐿) =  𝑇0  →   𝜃(𝐿) =  𝜃0 

𝑐1 = 
𝜃0

𝐿(

 
−3+√9+

8ℎ
𝑘𝐶

2

)

 

 

𝜃

𝜃0
= (

𝑥

𝐿
)
−3+√9+

8ℎ
𝑘𝐶

2  

𝑦 = 𝐶𝑥2  → 𝑏 = 𝐶𝐿2 → 𝐶 =
𝑏

𝐿2
 

𝜃

𝜃0
= (

𝑥

𝐿
)
−3+√9+

8ℎ𝐿2

𝑘𝑏
2  

𝜃 = 𝜃0

𝑥
−3+√9+

8ℎ𝐿2

𝑘𝑏
2

𝐿
−3+√9+

8ℎ𝐿2

𝑘𝑏

 

𝑞 = −𝑘𝐴
𝑑𝜃

𝑑𝑥
|𝑥=𝐿 = −𝑘(𝜋𝑏2)

−3 + √9 +
8ℎ𝐿2

𝑘𝑏
2

𝐿
−3+√9+

8ℎ𝐿2

𝑘𝑏
2

𝐿
−5+√9+

8ℎ𝐿2

𝑘𝑏
2 = −𝑘(𝜋𝑏2)

−3 + √9 +
8ℎ𝐿2

𝑘𝑏
𝐿

 

 بسل( معادله ب

 شکل معادله بسل به صورت زیر است:

 



v  رتبه معادله است که ممکن است صفر، عدد صحیحی یا اعشاری باشد. این معادله به روش فروبنوس حل

 شود:ای زیر تعریف میبه صورت چند جمله yشود. ابتدا تابع می

 

از  vی را تابع بسل با رتبه این مجموعه باشد.به صورت مجموعه زیر می +vجواب برای معادله،  پس از حل

 شود:صورت زیر نمایش داده می که بهگویند  xمتغیر 

 

 شود:در معادله بالا، جواب دیگر معادله بسل حاصل می v-به  vبا تبدیل 

  

 ، به صورت زیر است:عدد اعشاری باشد vدر صورتی که به این صورت جواب عمومی برای معادله بسل بالا 

 

صفر یا یک عدد  vاگر  به دلیل اینکه .عدد اعشاری باشد vکه جواب عمومی بالا در صورتی قابل قبول است 

 باشد، به طوری که:مستقل از یکدیگر نمی v-J(x)و  vJ(x) صحیح باشد،

 v=n )عدد صحیح( 

 

 گردد:در این حالت جواب دوم به صورت زیر حاصل می

 

های ترکیب خطی از جواب( عدد صحیح یا صفر باشد، جواب عمومی به صورت vبنابراین در مواقعی که رتبه )

 باشد، یعنی:زیر می

 



دهد. های صفر، یک و دو را نشان میشکل زیر، نمودارهای تابع بسل نوع اول و تابع بسل نوع دوم را با رتبه

نوع اول ها در این است که تابع بسل تشابه این دو تابع در نوسانی بودن و تفاوت آنشود، چنانچه ملاحظه می

 نامعین است. =0xمعین ولی بسل نوع دوم در  =0xدر 

 تابع بسل نوع دوم تابع بسل نوع اول

  
 

 پس به طور کلی در صورتی که معادله به صورت زیر باشد:

𝑥2
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
+ (𝜆2𝑥2 − 𝑣2)𝑦 = 0 

 :عدد صحیح یا صفر نباشد vاگر  ❖

𝑦 =  𝐶1𝐽𝑣(𝜆𝑥) + 𝐶2𝐽−𝑣(𝜆𝑥) 

 :یا صفر باشدعدد صحیح  vاگر  ❖

𝑦 =  𝐶1𝐽𝑣(𝜆𝑥) + 𝐶2𝑌𝑣(𝜆𝑥) 

 

:مثال  



 در نتیجه خواهیم داشت:

 𝑟2 𝑑2𝜃

𝑑𝑟2
+ 𝑟

𝑑𝜃

𝑑𝑟
+

𝑏

𝑘
𝑟2𝜃 = 0 , 𝑣 = 0 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 بسل تغییریافته( معادله ب

 باشد:معادله بسل تغییر یافته به صورت زیر می

 

 باشد:به صورت زیر می v+در این صورت جواب معادله بالا به ازای مقادیر 

 

تبدیل کرد که در این صورت جواب عمومی، معادله ترکیب  v-به را  v+برای تعیین جواب دوم معادله بالا باید 

 ها خواهد بود:خطی از جواب

 

 به صورت، مستقل نبوده و جواب دوم v-I(x) صفر یا عدد صحیح باشد، جواب دوم، vدر معادله بالا چنانچه 

 باشد:و با شکل کلی زیر می vK(x)تابع بسل تغییر یافته نوع دوم 

 

( صفر یا عدد صحیح باشد، جواب عمومی معادله بسل تغییریافته به صورت زیر vبنابراین هنگامی که رتبه )

 خواهد بود:

 



دهد. شباهت این دو دو نشان می و یک ،های صفررا برای رتبه دو تابع vK(x)و  vI(x) های زیر نمودارشکل

معین  =0xدر نقطه  vI(x)ها در این است که تابع تابع در این هست که هیچ یک نوسانی نیستند. تفاوت آن

 نامعین است. =0xتابع در   vK(x) ولی

 نوع دوم تغییر یافته تابع بسل نوع اول تغییر یافته تابع بسل

  
 به صورت زیر باشد: پس به طور کلی در صورتی که معادله

𝑥2
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− (𝜆2𝑥2 + 𝑣2)𝑦 = 0 

 :عدد صحیح یا صفر نباشد vاگر  ❖

𝑦 =  𝐶1𝐼𝑣(𝜆𝑥) + 𝐶2𝐼−𝑣(𝜆𝑥) 

 :عدد صحیح یا صفر باشد vاگر  ❖

𝑦 =  𝐶1𝐼𝑣(𝜆𝑥) + 𝐶2𝐾𝑣(𝜆𝑥) 

 

 

:مثال  



𝑟
𝑑2𝐶

𝑑𝑟2
+ 

𝑑𝐶

𝑑𝑟
− 

𝐾

𝐷
𝑟𝐶 = 0 

𝑟2
𝑑2𝐶

𝑑𝑟2
+  𝑟

𝑑𝐶

𝑑𝑟
− 

𝐾

𝐷
𝑟2𝐶 = 0 

 به ساختار کلی زیر توجه کنید:

𝑥2
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑥

𝑑𝑦

𝑑𝑥
− (𝜆2𝑥2 + 𝑣2)𝑦 = 0 

باشد و جواب آن به توان گفت که معادله مورد نظر، یک معادله بسل تغییر یافته با رتبه صفر میدر نتیجه می

 باشد:صورت زیر می

 

 

 

 

 

 

 



 های بسلشکل کلی معادله( ب

های دیفرانسیل با ضرایب متغیر تری از معادلههای کلیهای واقعی معمولا شکلبندی سامانهفرمولدر نتیجه 

 شود که قابل تبدیل به معادله بسل هستند. به عنوان مثال معادله زیر را در نظر بگیرید:حاصل می

 

 توان این معادله را بامیتواند یک عدد حقیقی یا موهومی باشد. اعداد حقیقی بوده و می β و α به طوری که

 متغیر به شکل معادله بسل تبدیل کرد.  تغییر

𝑥 ابتدا متغیر مستقل به صورت = 𝑡𝜇 که با جایگذاری در معادله بالا به شکل زیر تبدیل  شودتعریف می

  شود:می

 

𝜷حالت اول ) − 𝜶 + 𝟐 ≠ 𝟎): 

 شود که تساوی زیر بر قرار باشد:در معادله بالا طوری انتخاب می μدر این حالت 

 

 بنابراین:

 

𝑎به طوری که  = 𝜇(𝛼 − 1) + 𝑏و  1 = 𝛾𝜇 . 

𝑦در معادله بالا به صورت  yبا تغییر متغیر  = 𝑡𝑣𝑧 شود:نتیجه می 

 

 شود که:طوری انتخاب می vدر این معادله 

 

 شود:نتیجه می vt-2سپس با تقسیم طرفین معادله بر 



 

 در این صورت یک جواب معادله به صورت زیر است:معادله بالا کاملا مشابه معادله بسل است. 

 

vZ شکلی از انواع توابع بسل است که می( تواندvJ ،vY ،vI  یاvK( باشد و )bt .نیز تغییر متغیر تابع بسل است )

 شود:به صورت زیر تعیین می y(t)در این صورت تابع 

 

𝑡از آنجا که:  = 𝑥
1

𝜇 

  شود:بنابراین جواب معادله کلی به صورت زیر می

 

، به صورت ترکیب y(x)لازم به ذکر است که معادله کلی دارای دو جواب خصوصی است، که جواب عمومی تابع 

 شود. یعنی:ها ارائه میخطی از جواب

 

 به طوری که:

 

عدد موهومی یا حقیقی باشد، شکل تابع بسل و جواب دوم معادله،  γ، عدد صحیح یا کسری و vبر حسب اینکه 

 شود.مشخص می

𝜷) دومحالت  − 𝜶 + 𝟐 = 𝟎:) 

کنیم. تقسیم می αx-2این حالت ابتدا در معادله کلی، جمله اول را باز کرده و سپس دو طرف معادله را به در 

 شود:در نتیجه به معادله کوشی یا اویلر به شکل زیر تبدیل می

 

های معادله کلی در شرایط مختلف ذکر شده ای پاسخکه قبلا با این معادله آشنا شده بودیم. در جدول خلاصه

 است:



 

 

 



 خواص توابع بسل:

 الف( روابط مشتق:

 

 ب( روابط انتگرال عمومی:

 

 (:v=nهای صحیح )ج( روابط توابع بسل برای رتبه

 

 

 



 مثلثاتی و هیپربولیکه( روابط برخی توابع بسل با توابع 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

:مثال  



 



 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

:مثال  



 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 (IVP) مسائل مقدار اولیه

های شود و با استفاده از یکی از روشدر مسائل مقدار اولیه، مقدار تابع در نقطه شروع داده می

آوریم. در این صورت منحنی تغییرات متغیر تابع موجود مقدار آن را در سایر نقاط به دست می

ن تواهای حل مسائل مقدار اولیه میبر حسب متغیر مستقل قابل رسم خواهد بود. از جمله روش

های های تیلور، اویلر و رانگ کاتا مرتبه دوم، سوم و چهارم اشاره نمود. در کلیه این روشبه روش

آید. اساس کلیه مختصات هر یک از نکات با استفاده از نقاط مختصات نقاط قبل به دست می

 ها استفاده از بسط تیلور است.این روش

 ( روش تیلور:1

باشد. برای یک متغیر این سری محاسبات عددی سری تیلور میهای پایه و اساس بیشتر روش

 شود:به صورت زیر تعریف می

 

 دهد . عبارتربط می a، به نقاط دیگر تابع و مشتق آن در xسری بالا مقدار تابع را در نقطه 

 

آید. معمولا در سری فوق در سری به دست می تحداکثر خطا است، که از حذف بقیه جملا

 شود.ددی از جملات شامل مشتق دوم یا سوم به بعد صرف نظر میمحاسبات ع

باشد ) در رابطه با حل معادله مرتبه اول زیر، با شرط اولیه داده شده روش حل بدین ترتیب می

f(x,y) که شامل  هست اینمایشگر رابطهx  وy معادله )*(:باشد(می . 

 

 بسط سری تیلور عبارت است از:

 



رود و دقت محاسبات به کار می xدر نقطه  yمعادله بالا در هر مرحله برای محاسبه مقدار تابع 

( مقدار y)0x=(0yباشد. شرط اولیه )وابسته به تعداد جملات در نظر گرفته شده در معادله می

 شود.دهد و از آن مشتق مرتبه بالاتر محاسبه میمشتق معادله )*( را در هر نقطه می

نماییم. در حرکت می xبنابراین از نقطه معلوم اولیه شروع کرده و از این نقطه در جهت متغیر 

شود تا مقدار جدید تابع        در فرمول محاسبه می هر نقطه مقدار مشتقات در نظر گرفته شده

+ h) 0y(x شود.محاسبه می 

 مثال معادله دیفرانسیل زیر را حل کنید:

 

محاسبه کنید. )بسط تیلور را تا  x=3.5در نظر بگیرید و مقدار تابع را تا  1/0گام حل را برابر با 

 مشتق چهارم در نظر بگیرید.(

 

 لذا مرتبه خطا برابر است با:

 

 آوریم:های مورد نیاز ار تابع داده شده را به دست میدر ابتدا مشتق

 



 برابر است با: x=1.1لذا مقدار تابع در 

 

 

 2x(y(و قرار دادن آن در معادلات بالا مقدار  y=1.1و  x=1.1ها در مقدار مشتقبا جایگزین نمودن 

 آید.به دست می

 

برسیم. خلاصه محاسبه انجام شده و مقایسه  x=3.5دهیم تا به و به همین ترتیب گام به گام ادامه می

 آن با روش تحلیلی در جدول زیر ارائه شده است.

 

باشد و همانطور که شود مقدار خطای محلی مرحله به مرحله در حال افزایش میهمانطور که ملاحظه می

 باشد.می 5hتر اشاره شد محدوده خطا پیش

 اویلر:( روش 2

 شود:جملات بعد از مشتق اول در سری تیلور تعریف میاین روش با حذف 

 

  با توجه به اینکه:



 

 صورت زیر نوشت: توان فرمول اویلر را بهمی

 

باید دقت نمود. معادله بالا در هر مرحله برای  hباشد. لذا در انتخاب می 2h(O(خطا  مسلم است مرتبهآنچه 

دارد. با شروع از شرط  hرود و دقت محاسبات بستگی به مقدار به کار می xدر نقطه  yمحاسبه مقدار تابع 

در هر نقطه از معادله  yشود و در نتیجه مقدار ( مقدار تابع در هر نقطه محاسبه میy)0x=(0yاولیه داده شده )

 آید. بالا به دست می

معلوم اولیه شروع کرده و از این نقطه در راستای  هدر صورتی که بخواهیم منحنی را دنبال کنیم باید از نقط

، بنابراین شویمچنانچه این خط مستقیم تعقیب شود از منحنی جواب واقعی دور میمماس حرکت نماییم. 

𝑥0) مختصات جدید xدر جهت  hبعد از طی فاصله کوچک  + ℎ, 𝑦1) شود و این نقطه مانند یک محاسبه می

 . شیب مماس در نقطه جدید محاسبه شده و گام بعدی در راستای این مماس، نقطهرودنقطه پایه به کار می

(𝑥0 + 2ℎ, 𝑦2شود. این روند به روند اویلر معروف است و در شکل زیر نشان داده شده است. این شیوه (  می

گیری را در برگیرد ادامه داد. باید توجه داشت که برای توان مرحله به مرحله تا اینکه تمام ناحیه انتگرالرا می

ها مختلف نیز این روش همچنین انتخاب طول گام اند، برای، برایها مساوی انتخاب شدهسهولت، اندازه گام

 باشد.پذیر میامکان

 

 باشد:به ترتیب ذیل می xدر شکل بالا مقادیر 

 



باشد. در رابطه با روش اویلر و نتایج به دست آمده قابل بحث است، مقدار خطای محلی در هر مرحله میآنچه 

توان دید که با کند. در نمودار بالا میدهد که تقریب بکار رفته در هر گام خطائی ایجاد مینتایج نشان می

چون جواب تقریبی همیشه از روی  کوچک باشد، hرسیم، حتی اگر میزان گام روش اویلر به جواب دقیق نمی

 شود.منحنی گذشته و از خط مماس حاصل می

 حل کنید و نتایج را مقایسه کنید. h=0.5و  h=0.1مثال: معادله دیفرانسیل زیر با روش اویلر برای دو حالت 

 

 در حالت کلی داریم:

 

 :h=0.1برای 

 

 

 نتیجه بقیه محاسبات در جدول زیر ارائه شده است.

 :h=0.5برای 



 

 نتیجه بقیه محاسبات و مقایسه نتایج با روش تحلیلی در جدول زیر آمده است.

 

گیریم که در روش درصد است. لذا نتیجه می 19درصد و برای برابر با  4درصد خطای نسبی برای در برابر با 

مرتبه  h=0.1( باید کوچک گرفته شود زیرا خطا از مرتبه دو باشد. بنابراین برای حالت hاویلر اندازه گام )

 باشد.می  ± 0.25محدوده خطا  h=0.5 ولی برای ± 0.01خطای محلی در محدوده 

 :( روش رانگ کاتا3

 نوشته شود: ikهمراه با مقادیر  nدر ابتدا فرمول عمومی رانگ کاتا برای مرتبه 

 

 

 معادلات بالا را به صورت فشرده زیر نوشت:توان می



 

کننده کننده دقت و پیچیدگی روش است. این مقدار همچنین تعیینتعیین nاست. مقدار  1ja=0و  1c=0که 

 د:باشمیزان قطع سری تیلور می

 

 مرحله هست: 5های رانگ کاتا شامل روش به دست آوردن فرمول

 خواهیم داشت: (n=2مثلا برای مرتبه دوم ) ،: انتخاب مرتبه رانگ کاتا1مرحله 

 

. لازم به یادآوری fسری تیلور با معادل هر کدام در تابع عبارت در  yهای : جایگزین کردن مشتق2مرحله 

 باشد، بنابراین:می y(x)و  xتابعی از  fاست که 

 

 با قرار دادن مقادیر فوق در بسط تیلور خواهیم داشت:

 

 شود:: فرمول عمومی رانگ کاتا برای مرتبه دوم نوشته می3مرحله 

 

𝑓(𝑥𝑖: بر اساس بسط تیلور عبارت زیر برای 4مرحله  + 𝑐2ℎ, 𝑦𝑖 + 𝑎21𝑘1) آید. داریم:به دست می 



𝑓(𝑥𝑛 + ∆𝑥, 𝑦𝑛 + ∆𝑦) = 𝑓(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝑓𝑥(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ∆𝑥 + 𝑓𝑦(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ∆𝑦, 𝑓𝑥 =
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 , 𝑓𝑦 =

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 

𝑓(𝑥𝑖 + 𝑐2ℎ, 𝑦𝑖 + 𝑎21𝑘1) , ∆𝑥 = 𝑐2ℎ, ∆𝑦 = 𝑎21𝑘1 

𝑓(𝑥𝑖 + 𝑐2ℎ, 𝑦𝑖 + 𝑎21𝑘1) = 𝑓𝑖 + 𝑓𝑥𝑖  𝑐2ℎ + 𝑓𝑦𝑖𝑎21𝑘1 , 𝑘1 = ℎ𝑓𝑖   

𝑓(𝑥𝑖 + 𝑐2ℎ, 𝑦𝑖 + 𝑎21𝑘1) = 𝑓𝑖 + 𝑓𝑥𝑖  𝑐2ℎ + 𝑓𝑦𝑖𝑎21(ℎ𝑓𝑖) 

 در نهایت خواهیم داشت:

 

 سازی خواهیم داشت:و مرتب عبارت بالا در فرمول عمومی رانگ کاتابا جایگذاری 

 

 دهیم:معادله بالا را معادل با معادله زیر قرار می

 

 در نتیجه خواهیم داشت:

 

مقداری بین  2cباشد. در سه معادله فوق، چهار مجهول وجود دارد، بنابراین نیاز به فرض یکی از مجهولات می

 شود:های مختلفی در نظر گرفته میتواند داشته باشد که در ادامه حالتصفر و یک می

 آید:روش اویلر به دست می 2c  =0با انتخاب 

 

 :2c  =1با انتخاب 



 

 که در معادله فوق داریم:

 

 باشد.( میHeunکاتا مرتبه دوم هیون )روش فوق، رانگ

1با انتخاب 

2
=  2c: 

 

 ( معروف است.Polygonاین روش به نام پولیگون )

2با انتخاب 

3
=  2c: 

 

 ( موسوم است.Ralstonروش فوق بنام رالستون )

 



باشد. دیده شد که به ازای هر به ترتیب فوق می نیز های بالاترمرتبههای رانگ کاتا نحوه به دست آوردن فرم

های مرتبه دوم، سوم و چهارم در جدول ترین فرمولمعروفتوان به دست آورد. خلاصه مرتبه، چندین روش می

 زیر آمده است:

 

 

 

 

 

 



 

 مثال: با استفاده از روش رانگ کاتا مرتبه دو، سه و چهار مثال زیر را حل کنید:

 

 حل:

 کنیم.استفاده می h=0.5در این مثال از 

 برای روش رانگ کاتا مرتبه دو:

 

 برای روش رانگ کاتا مرتبه سه:

 



 

 برای روش رانگ کاتا مرتبه چهارم:

 

 نتایج نهایی در جدول زیر آورده شده است:

 

 دهد.دهد که بالا رفتن مرتبه روش رانگ کاتا درصد خطا را کاهش میجدول بالا نشان می



𝑥تا  2/0با گام  4و  3، 2مثال: معادله دیفرانسیل زیر را با استفاده از روش رانگ کاتا مرتبه  = حل  0/6

 کنید.

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑥 + 𝑦 , 𝑦(0) = 1 

 رانگ کاتا مرتبه دوم:

𝑌𝑖+1 = 𝑌𝑖 +
1

2
 (𝑘1 + 𝑘2) 

𝑘1 = ℎ 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) 

𝑘2 = ℎ 𝑓(𝑥𝑖 + ℎ, 𝑦𝑖 + 𝑘1) 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦) =  𝑥 + 𝑦 , ℎ = 0/2 

 

𝑘1 = 0/2(0 + 1) = 0/2 

𝑘2 = 0/2(0/2 + (1 + 0/2)) = 0/28 

𝑦(0/2) = 𝑦(0) +
1

2
(0/2 + 0/28)  = 1/24 

 

y x 

1 0 

1/24 0/2 

1/5772 0/4 

2/0322 0/6 

 

 رانگ کاتا مرتبه سوم:

𝑌𝑖+1 = 𝑌𝑖 +
1

6
 (𝑘1 + 4 𝑘2 + 𝑘3) 

𝑘1 = ℎ 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) 

𝑘2 = ℎ 𝑓 (𝑥𝑖 +
ℎ

2
, 𝑦𝑖 +

𝑘1

2
) 

𝑘3 = ℎ 𝑓(𝑥𝑖 + ℎ, 𝑦𝑖 + 2𝑘2 − 𝑘1) 



 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦) =  𝑥 + 𝑦 , ℎ = 0/2 

𝑘1 = 0/2(0 + 1) = 0/2 

𝑘2 = 0/2((0 + 0/1) + (1 +
0/2

2
)) = 0/24 

𝑘3 = 0/2((0 + 0/2) + (1 + 2 × 0/24 − 0/2)) = 0/296 

𝑦(0/2) = 𝑦(0) +
1

6
(0/2 + 4 × 0/24 + 0/296)  = 1/2427 

y x 

1 0 

1/2427 0/2 

1/5833 0/4 

2/0436 0/6 

 

 رانگ کاتا مرتبه چهارم:

𝑌𝑖+1 = 𝑌𝑖 +
1

6
 (𝑘1 + 2 𝑘2 + 2𝑘3 + 𝑘4) 

𝑘1 = ℎ 𝑓(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) 

𝑘2 = ℎ 𝑓 (𝑥𝑖 +
ℎ

2
, 𝑦𝑖 +

𝑘1

2
) 

𝑘3 = ℎ 𝑓 (𝑥𝑖 +
ℎ

2
, 𝑦𝑖 +

𝑘2

2
) 

𝑘4 = ℎ 𝑓(𝑥𝑖 + ℎ, 𝑦𝑖 + 𝑘3) 

𝑘1 = 0/2(0 + 1) = 0/2 

𝑘2 = 0/2((0 + 0/1) + (1 +
0/2

2
)) = 0/24 

𝑘3 = 0/2((0 + 0/1) + (1 +
0/24

2
)) = 0/244 

𝑘4 = 0/2((0 + 0/2) + (1 + 0/244)) = 0/2888 

 



𝑦(0/2) = 𝑦(0) +
1

6
(0/2 + 2 × 0/24 + 2 × 0/244 + 0/2888)  = 1/2428 

y x 

1 0 

1/2428 0/2 

1/5836 0/4 

2/0442 0/6 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 حل دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی به صورت عددی

توان برای حل معادلات دیفرانسیل معمولی های حل معادلات دیفرانسیل معمولی مرتبه اول میاز روش

 معادلات دیفرانسیلی معمولی زیر: nاستفاده نمود. در مجموعه 

 

 واهیم داشت:چنانچه روش اویلر برای حل دستگاه معادلات فوق بسط داده شود، خ

 

 باشد و چنانچه روش رانگ کاتا درجه دو استفاده شود، خواهیم داشت:نمایشگر شمارش تابع می jکه 

 

 شود:و با رانگ کاتا درجه چهارم روابط زیر حاصل می

 

 

 



باشد که یک واکنش از نوع اول در حال کننده مجهز میکه به سامانه خنک دارمثال: در یک راکتور همزن

 شود:انجام است. تغییرات غلظت و دما با زمان مطابق معادلات زیر ارائه می

 

های باشد. با استفاده از روشدرجه کلوین می 300مول در لیتر و میلی 5غلظت و دمای اولیه به ترتیب برابر با 

ثانیه در نظر گرفته  20اتا تغییرات غلظت و زمان را با دما به دست آورید. فاصله زمانی برابر با اویلر و رانگ ک

 شود.

 توان به فرم زیر در نظر گرفت:حل: دو معادله را می

 

 (:h=Δt=20روش اویلر )

 

 

 

 

 (:h=Δt=20روش رانگ کاتا )

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 



 nحل معادلات دیفرانسیل معمولی با مرتبه 

باشد. جایگزینی می توالیمعادله مرتبه اول با یک  nام به nروش کلی حل اینگونه معادلات، تبدیل معادله مرتبه 

شود. سپس چهار معادله با استفاده از برای نمونه معادله مرتبه چهارم به چهار معادله مرتبه اول تبدیل می

برای مثال، معادله دیفرانسیل معمولی مرتبه  شوند.معادلات مرتبه اول همزمان حل میهای حل دستگاه روش

n :را در نظر بگیرید 

 

 شود:متغیرهای زیر معادله بالا به دستگاه معادلات مرتبه اول تبدیل می با تغییر

 

 خواهیم داشت: nبا جایگزین نمودن معادلات بالا در معادله دیفرانسیلی مرتبه 

  

 مثال: معادله دیفرانسیل زیر را با استفاده از روش رانگ کاتا مرتبه چهارم حل کنید:

 

 با توجه به شرایط اولیه داده شده:

 



 در نظر بگیرید. 1/0را محاسبه کنید. جهت سهولت گام را  y′)0.1(و  )0.1y(مقدار 

 کنیم.ابتدا معادله را به مرتبه اول تبدیل می

 

 مرتبه چهارم خواهیم داشت: بر اساس رانگ کاتا

 

 در نتیجه خواهیم داشت:

 



 برازش خطی

توان از دو روش زیر استفاده نمود، در روش اول با استفاده از محاسبات ماتریسی این برای برازش خطی می

 گردد.ها برای این محاسبات استفاده میپذیرد و در روش دوم از سریامر صورت می

 محاسبات ماتریسیبرازش خطی بر اساس الف( 

گردد. به عنوان مثال اگر معادله مورد نظر ایجاد می Yو  Xهای بر اساس شکل معادله، ماتریسدر این روش 

𝑦به صورت  = 𝐴 + 𝐵𝑥 + 𝑐𝑥2  باشد، ماتریس  5ها برابر با باشد و تعداد دادهX  وY  به صورت زیر تعریف

 گردد.می

𝑦1 𝑥1 

𝑦2 𝑥2 

𝑦3 𝑥3 

𝑦4 𝑥4 

𝑦5 𝑥5 

 

𝑋 =

[
 
 
 
 
 
1 𝑥1 𝑥1

2

1 𝑥2 𝑥2
2

1 𝑥3 𝑥3
2

1 𝑥4 𝑥4
2

1 𝑥5 𝑥5
2]
 
 
 
 
 

   ,  𝑌∗ =

[
 
 
 
 
𝑦1

𝑦2

𝑦3

𝑦4

𝑦5]
 
 
 
 

  

𝑏یجه ماتریس ضرایب در نت = [
𝐴
𝐵
𝐶
 گردد:به صورت زیر محاسبه می  [

𝑏 = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌∗ 

 ها( تجربیماتریس مقادیر وابسته )جواب Y* ،ماتریس مقادیر مستقل X ماتریس ضرایب، b روابط بالا، در

برازش با استفاده از رابطه زیر  بر اساسباشد. در نتیجه اختلاف بین مقادیر واقعی و مقادیر به دست آمده می

 گردد:محاسبه می

∈ =  𝑌∗ − 𝑌 =  𝑌∗ − 𝑋𝑏 

 37باشد. برای محاسبه مجموع مربع خطاهامی ماتریس مقادیر وابسته محاسبه شده با برازش Y در رابطه بالا

 گردد:از رابطه ماتریسی زیر استفاده می

𝜑 = 𝑆𝑆𝐸 =∈′∈ =  𝑌∗′𝑌∗ − 𝑏′𝑋′𝑌∗ 

                                                           
37 Sum of Squared Errors 



 گردد:خطاها با استفاده از رابطه زیر محاسبه می 38واریانسدر نهایت 

𝑠2 = 
𝑆𝑆𝐸

𝑛 − 𝑘
=

𝜑

𝑛 − 𝑘
  

برابر  39باشد. همچنین لازم به ذکر است که انحراف معیارمی تعداد ضرایب k ها وتعداد داده nدر رابطه بالا، 

)مجموع  SSRلازم است دو پارامتر  40تعیینبرای محاسبه ضریب  باشد.و به عبارت دیگر جذر واریانس می Sبا 

 تعریف و محاسبه گردد:( 42مجموع کل مربعات) SSTو  (41مربعات ناشی از رگرسیون

𝑆𝑆𝑅 = 𝑏′𝑋′𝑌∗ − 𝑛(𝑦̅2)  

𝑆𝑆𝑇 = 𝑆𝑆𝐸 + 𝑆𝑆𝑅 = 𝑌∗′𝑌∗ − 𝑛(𝑦̅2)  

در صورتی که معادله انتخاب شده برای برازش، عرض از  باشد.ها میجواب یرمقادمیانگین   𝑦̅ در رابطه بالا

برای محاسبه ضریب احتیاط نمود.  SSTو  SSRمبدا نداشته باشد، باید در استفاده از روابط بالا برای محاسبه 

 گردد:استفاده میتعیین از رابطه زیر 

𝑅2 =
𝑆𝑆𝑅

𝑆𝑆𝑇
= 1 − 

𝑆𝑆𝐸

𝑆𝑆𝑇
 

𝑦های زیر با استفاده از معادله مثال: داده = 𝐴 + 𝐵𝑥 + 𝐶𝑥3 شوند. مقدار برازش میA، B  وC  را تعیین کرده

 و ضریب تعیین را محاسبه نمایید.

 

𝑋 =

[
 
 
 
 
1 1 1
1 2 8
1 3 27
1 4 64
1 5 125]

 
 
 
 

 , 𝑋′ = [
1 1 1 1 1
1 2 3 4 5
1 8 27 64 125

] , 𝑌∗ =

[
 
 
 
 

1.2
13.5
51.8
122.9
240.5]

 
 
 
 

 

 

                                                           
38 Variance 
39 Standard deviation 
40 Coefficient of Determination 
41 Sum of squares due to regression 
42 Total sum of squares 



𝑏 = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌∗ = [
−1.3027
0.1600
1.9289

]  

∈ =  𝑌∗ − 𝑌 =  𝑌∗ − 𝑋𝑏 =

[
 
 
 
 
0.4137

−0.9489
0.5410
0.1099

−0.1157]
 
 
 
 

 

𝜑 = 𝑆𝑆𝐸 =∈′∈ =  𝑌∗′
𝑌∗ − 𝑏′𝑋′𝑌∗ = 1.3899 

𝑠2 = 
𝑆𝑆𝐸

𝑛 − 𝑘
=

1.3899

5 − 3
= 0.6949 

𝑆𝑆𝑅 = 𝑏′𝑋′𝑌∗ − 𝑛(𝑦̅2) =  3.8847 × 104 

𝑆𝑆𝑇 = 𝑆𝑆𝐸 + 𝑆𝑆𝑅 = 𝑌∗′𝑌∗ − 𝑛(𝑦̅2) = 3.8849 × 104   

𝑅2 =
𝑆𝑆𝑅

𝑆𝑆𝑇
= 1 − 

𝑆𝑆𝐸

𝑆𝑆𝑇
= 0.9999 

 (هاسریات محاسبقل مربعات )احدب( برازش خطی بر اساس 

𝑦با فرض اینکه معادله مورد نظر برای برازش  = 𝐴 + 𝐵𝑥 + 𝐶𝑥2 :باشد، خواهیم داشت 

𝑦 = 𝐴 + 𝐵𝑥 + 𝐶𝑥2  →  𝑑2 = (𝑦 − 𝐴 − 𝐵𝑥 − 𝐶𝑥2)2 

∑𝑑2 = 𝑚𝑖𝑛 

𝜕

𝜕𝐴
∑𝑑2 = 0 →  −2∑(𝑦 − 𝐴 − 𝐵𝑥 − 𝐶𝑥2) = 0 

𝜕

𝜕𝐵
∑𝑑2 = 0 →  −2∑(𝑦 − 𝐴 − 𝐵𝑥 − 𝐶𝑥2)𝑥 = 0 

𝜕

𝜕𝐶
∑𝑑2 = 0 →  −2∑(𝑦 − 𝐴 − 𝐵𝑥 − 𝐶𝑥2)𝑥2 = 0 

∑𝑦 − 𝐴𝑛 − 𝐵 ∑𝑥 − 𝐶 ∑𝑥2 = 0 →  𝐴𝑛 + 𝐵 ∑𝑥 + 𝐶 ∑𝑥2 = ∑𝑦 

∑𝑦𝑥 − 𝐴∑𝑥 − 𝐵 ∑𝑥2 − 𝐶 ∑𝑥3 = 0 →  𝐴∑𝑥 + 𝐵 ∑𝑥2 + 𝐶 ∑𝑥3 = ∑𝑦𝑥 

∑𝑦𝑥2 − 𝐴∑𝑥2 − 𝐵 ∑𝑥3 − 𝐶 ∑𝑥4 = 0 → 𝐴∑𝑥2 + 𝐵 ∑𝑥3 + 𝐶 ∑𝑥4 = ∑𝑦𝑥2 

𝑦̂𝑖در این حالت با در نظر گرفتن عبارت ) = 𝐴 + 𝐵𝑥𝑖 + 𝐶𝑥𝑖
2) ،𝑦̂𝑖  نشان دهنده مقدار محاسبه شده برای

 باشد.می iyمقدار واقعی )تجربی( این داده برابر با  در حالی کهباشد. می شدهام بر اساس معادله برازشiداده 

مجددا به صورت  قبلدر این حالت شاخص ذکر شده در قسمت  باشد.ها میدهنده تعداد دادهنشان nهمچنین 

 گردد:زیر محاسبه می



𝑦̅ میانگین مقادیر واقعی =  
1

𝑁
 (∑𝑦𝑖) 

SSE ∑(𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖)
2 

SSR ∑(𝑦̂𝑖 − 𝑦̅)2 

SST=SSE+SSR ∑(𝑦𝑖 − 𝑦̅)2 

𝑆2 واریانس =
𝑆𝑆𝐸

𝑛 − 𝑘
 

𝑅2 ضریب تعیین =
𝑆𝑆𝑅

𝑆𝑆𝑇
= 1 − 

𝑆𝑆𝐸

𝑆𝑆𝑇
 

لازم به ذکر است که در صورتی که در معادله مورد  باشد.می تعداد ضرایب k ها وتعداد داده nدر رابطه بالا، 

 احتیاط نمود. SSRو  SSEنظر برای برازش عرض از مبدا وجود نداشته باشد، باید برای استفاده از 

𝑦های زیر با استفاده از معادله مثال: داده = 𝐴 + 𝐵𝑥 + 𝐶𝑥3 شوند. مقدار برازش میA ،B  وC  را تعیین کرده

 و ضریب تعیین را محاسبه نمایید.

 

𝑦 = 𝐴 + 𝐵𝑥 + 𝐶𝑥3  →  𝑑2 = (𝑦 − 𝐴 − 𝐵𝑥 − 𝐶𝑥3)2 

∑𝑑2 = 𝑚𝑖𝑛 

𝜕

𝜕𝐴
∑𝑑2 = 0 →  −2∑(𝑦 − 𝐴 − 𝐵𝑥 − 𝐶𝑥3) = 0 

𝜕

𝜕𝐵
∑𝑑2 = 0 →  −2∑(𝑦 − 𝐴 − 𝐵𝑥 − 𝐶𝑥3)𝑥 = 0 

𝜕

𝜕𝐶
∑𝑑2 = 0 →  −2∑(𝑦 − 𝐴 − 𝐵𝑥 − 𝐶𝑥3)𝑥3 = 0 

∑𝑦 − 𝑛𝐴 − 𝐵 ∑𝑥 − 𝐶 ∑𝑥3 = 0 →  𝐴𝑛 + 𝐵 ∑𝑥 + 𝐶 ∑𝑥3 = ∑𝑦 

∑𝑦𝑥 − 𝐴∑𝑥 − 𝐵 ∑𝑥2 − 𝐶 ∑𝑥4 = 0 →  𝐴∑𝑥 + 𝐵 ∑𝑥2 + 𝐶 ∑𝑥4 = ∑𝑦𝑥 

∑𝑦𝑥3 − 𝐴∑𝑥3 − 𝐵 ∑𝑥4 − 𝐶 ∑𝑥6 = 0 → 𝐴∑𝑥3 + 𝐵 ∑𝑥4 + 𝐶 ∑𝑥6 = ∑𝑦𝑥3 



 

xi yi x2 x3 x4 x6 x×y x3×y 

1 1.2 1 1 1 1 1.2 1.2 

2 13.5 4 8 16 64 27 108 

3 51.8 9 27 81 729 155.4 1398.6 

4 122.9 16 64 256 4096 491.6 7865.6 

5 240.5 25 125 625 15625 1202.5 30062.5 

15 429.9 55 225 979 20515 1877.7 39435.9 

 

5𝐴 + 15𝐵 + 225𝐶 = 429.9 

15𝐴 + 55𝐵 + 979𝐶 = 1877.7 

225𝐴 + 979𝐵 + 20515𝐶 = 39435.9 

→ 𝐴 = −1.3028, 𝐵 = 0.1601, 𝐶 = 1.9289 

 

𝑦̂𝑖 ix 
0.7862 1 
14.4486 2 
51.2578 3 

128.7872 4 
240.6102 5 

 

𝑦̅ =  
1

𝑁
 (∑𝑦𝑖) = 85.98 

𝑠2 = 
𝑆𝑆𝐸

𝑛 − 𝑘
=

1.3899

5 − 3
= 0.6949 

𝑆𝑆𝐸 =  ∑(𝑦𝑖 − 𝑦̂𝑖)
2 = 1.3899 

𝑆𝑆𝑅 =  ∑(𝑦̂𝑖 − 𝑦̅)2 = 3.8847 × 104 

𝑆𝑆𝑇 =  ∑(𝑦𝑖 − 𝑦̅)2 = 3.8849 × 104 

𝑅2 =
𝑆𝑆𝑅

𝑆𝑆𝑇
= 1 − 

𝑆𝑆𝐸

𝑆𝑆𝑇
= 0.9999 

 

 



𝑦های زیر با استفاده از معادله مثال: داده = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑥3 شوند. مقدار برازش میA  وB  را تعیین کرده و سپس

 .دیکن نییشده را تعمحاسبه یهاثابت اریانحراف مع

 

 محاسبه ضرایب:

𝑋 = 

[
 
 
 
 
1 1
2 8
3 27
4 64
5 125]

 
 
 
 

   

𝑌 = 

[
 
 
 
 

1.2
13.5
51.8
122.9
240.5]

 
 
 
 

 

𝑋′ = [
1 2 3 4 5
1 8 27 64 125

] 

𝑋′𝑋 = [
1 2 3 4 5

1 8 27 64 125
]

[
 
 
 
 
1 1

2 8

3 27

4 64

5 125]
 
 
 
 

= [
55 979
979 20515

]  

(𝑋′𝑋)−1 = [
0.1208 −0.0058

−0.0058 0.0003
] 

𝑏 = (𝑋′𝑋)−1𝑋′𝑌∗ = [
 −0.5105
1.9467

] 

𝐴 =  −0.5105 , 𝐵 = 1.9467 

 



 محاسبه واریانس و انحراف معیار:

∈ =  𝑌∗ − 𝑌 =  𝑌∗ − 𝑋𝑏 =

[
 
 
 
 

1.2

13.5

51.8

122.9

240.5]
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 

1.4361

14.5522

51.0282

122.5441

240.7797]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
−0.2361

−1.0522

0.7718

0.3559

−0.2797]
 
 
 
 

 

𝜑 = 𝑆𝑆𝐸 =∈′∈ = 1.9635 

𝜑 = 𝑆𝑆𝐸 = 𝑌∗′𝑌∗ − 𝑏′𝑋′𝑌∗ = 1.9635 

𝑠2 = 
𝑆𝑆𝐸

𝑛 − 𝑘
=

𝜑

𝑛 − 𝑘
=

1.9635

5 − 2
= 0.6545  

𝑠 =  √0.6545 = 0.8090 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 ایپاره دیفرانسیل برای حل معادلات تفاضل محدود استفاده از

های حل ای، معادلاتی هستند که بیش از یک متغیر مستقل دارند. یکی از روشمعادلات دیفرانسیل پاره

باشد. در این بخش نحوه استفاده از تفاضل محدود برای حل این ای، روش تفاضل محدود میمعادلات پاره

 زیر است: مراحل حل معادلات پاره به روش تفاضل محدود به صورتگردد. معادلات بررسی می

 گردد.ای در آن حل شود، تقسیم بندی میای که قرار هست معادلات دیفرانسیل پارهمحدودهابتدا  ❖

 شوند.تفاضل محدود تبدیل می تای توسط روش تفاضل محدود به معادلامعادلات دیفرانسیل پاره ❖

 شود.میهای حل دستگاه معادلات جبری حل دستگاه معادلات تفاضل محدود توسط یکی از روش ❖

گیرد. در این حالت به مثال زیر توجه کنید. در این مثال یک معادله یک بعدی ناپایا مورد بررسی قرار می

 باشند.می tو  xمتغیرهای مستقل 

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 𝛼

𝜕𝑢

𝜕𝑡
→ ∆𝑡 = 𝑘, ∆𝑥 = ℎ 

 

 

 

 

 

و تفاضل پیشرو برای زمان  xتفاضل محدود برای شبکه بالا با فرض تفاضل محدود مرکزی برای جهت عبارات 

(t:به صورت زیر است ) 

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=  

𝑢𝑖,𝑗+1 − 𝑢𝑖,𝑗

𝑡𝑗+1 − 𝑡𝑗
  

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 

𝑢𝑖−1,𝑗 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖+1,𝑗

(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)2
 

ها عادلات تفاضل محدود جبری برای هر یک از گرهبه م بالا ایله دیفرانسیل پارهتوسط معادلات فوق، معاد

در  رو نوشته شود کهرو و پستواند به صورت مرکزی، پیشهای تفاضل محدود میعبارت شود.تبدیل می

رو و های پیشو برای مرزها از تفاضل مرکزیتفاضل  های داخلی ازمعمولا برای گره سازی مکانی،گسسته

 شود.رو استفاده میپس

 

∆𝑡 

∆𝑥 



 تفاضل محدود مرکزی

 ساختار کلی زیر را در نظر بگیرید:

𝜕𝑛𝑢

𝜕𝑥𝑛
=

𝑎𝑖−1𝑢𝑖−1 + 𝑎𝑖𝑢𝑖 + 𝑎𝑖+1𝑢𝑖+1

∆𝑥𝑛
= 

𝑎𝑖−1𝑢𝑖−1 − 2𝑎𝑖𝑢𝑖 + 𝑎𝑖+1𝑢𝑖+1

(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)𝑛
 

و با استفاده از تعداد نقاط مورد  (n) ها با مراتب مختلفضرایب مربوط به تفاضل محدود مرکزی برای مشتق

 شود، به صورت زیر است:استفاده مختلف که منجر به تغییر دقت تقریب مشتق می

 i-1ضریب جمله  iضریب جمله  i+1ضریب جمله  مرتبه دقت (n) مرتبه مشتق

1 2 5/0 0 5/0- 

2 2 1 2- 1 

 

 و دقت مرتبه دوم داریم: دومبه طور مثال برای مشتق مرتبه 

 𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 

𝑢𝑖−1−2𝑢𝑖+𝑢𝑖+1

(𝑥𝑖+1−𝑥𝑖)
2

=
𝑢𝑖−1−2𝑢𝑖+𝑢𝑖+1

(∆𝑥)2
+ 𝑜(∆𝑥2) 

 روتفاضل محدود پیش

های همانطور که از اسم تفاضل محدود پیشرو مشخص است، برای محاسبه مشتق در این روش از مقادیر گره

 باشد:صورت زیر گردد. فرض کنید ساختار کلی عبارت تفاضل محدود به بعدی استفاده می

𝜕𝑛𝑢

𝜕𝑥𝑛
=

𝑎𝑖𝑢𝑖 + 𝑎𝑖+1𝑢𝑖+1 + 𝑎𝑖+2𝑢𝑖+2 + 𝑎𝑖+3𝑢𝑖+3

∆𝑥𝑛
= 

𝑎𝑖𝑢𝑖 + 𝑎𝑖+1𝑢𝑖+1 + 𝑎𝑖+2𝑢𝑖+2 + 𝑎𝑖+3𝑢𝑖+3

(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)𝑛
 

 گردد:در نتیجه ضرایب عبارت بالا به صورت زیر محاسبه می

مرتبه مشتق 

(n) 
 iضریب جمله  مرتبه دقت

ضریب جمله 
i+1 

ضریب جمله 
i+2 

ضریب جمله 
i+3 

1 
1 1- 1 0 0 

2 5/1- 2 5/0- 0 

2 
1 1 2- 1 0 

2 2 5- 4 1- 

 

 :خواهیم داشت اولو دقت مرتبه  اولمشتق مرتبه  رو، بر اساستفاضل پیش به طور مثال برای

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=  

− 𝑢𝑖 + 𝑢𝑖+1

𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖
=

− 𝑢𝑖 + 𝑢𝑖+1

∆𝑥
+ 𝑜(∆𝑥) 



 روتفاضل محدود پس

توان از ضرایب تفاضل محدود پیشرو استفاده کرد. فقط ضرایب پیشرو رو میبرای ضرایب تفاضل محدود پس

ساختار کلی زیر را  رو به دست آید.ضرب کرد تا ضرایب تفاضل محدود پس -1باید در  های فردمشتقرا برای 

 رو در نظر بگیرید:برای تفاضل محدود پس

𝜕𝑛𝑢

𝜕𝑥𝑛
=

𝑎𝑖𝑢𝑖 + 𝑎𝑖−1𝑢𝑖−1 + 𝑎𝑖−2𝑢𝑖−2 + 𝑎𝑖−3𝑢𝑖−3

∆𝑥𝑛
= 

𝑎𝑖𝑢𝑖 + 𝑎𝑖−1𝑢𝑖−1 + 𝑎𝑖−2𝑢𝑖−2 + 𝑎𝑖−3𝑢𝑖−3

(𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖)𝑛
 

مرتبه مشتق 

(n) 
 iضریب جمله  مرتبه دقت

ضریب جمله  
i-1 

ضریب جمله  
i-2 

ضریب جمله 
i-3 

1 
1 1 1- 0 0 

2 5/1 2- 5/0 0 

2 
1 1 2- 1 0 

2 2 5- 4 1- 

 

 لاپلاسحل معادله 

توان با استفاده از روش تفاضل محدود حل نمود. به طور باشد را میلاپلاس که یک معادله بیضوی میمعادله 

 مثال معادله لاپلاس زیر را در نظر بگیرید:

 𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 + 
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 = 0 

𝑢(0, 𝑦) = 𝑢(𝑥, 0) = 𝑢(𝐿, 𝑦) = 0, 𝑢(𝑥,𝑀) = 100 

بندی کرده و آنگاه معادل تفاضل محدود هر این صورت ابتدا محدوده مسئله را مطابق شکل زیر تقسیم در

 شود:ها نوشته میکدام از مشتق

 



𝑥∆ای و با فرض با قرار دادن معادلات بالا، در معادله پاره = ∆𝑦 = ℎ آید:معادله زیر به دست می 

 

کند اما با توجه اینکه مقادیر تابع در مرزها مشخص مرزها صدق میاین معادله در هر نقطه در محدوده مسئله و 

 شود.شده است لذا برای محدوده داخل مرزها استفاده می

 

 

آید که با یک دستگاه معادلات جبری به دست می 4تا  2از  jو  4تا  2از  iبا نوشتن معادله بالا به ازای 

 شود:با توجه به شکل بالا دستگاه معادلات نه مجهولی زیر تنظیم می های مختلف قابل حل هست.روش

𝑖 = 2 , 𝑗 = 2   0 + 𝑢2,3 + 𝑢3,2 + 0 − 4𝑢2,2 = 0 

            𝑗 = 3   0 + 𝑢2,4 + 𝑢3,3 + 𝑢2,2 − 4𝑢2,3 = 0 

            𝑗 = 4   0 + 100 + 𝑢3,4 + 𝑢2,3 − 4𝑢2,4 = 0 

𝑖 = 3 , 𝑗 = 2   𝑢2,2 + 𝑢3,3 + 𝑢4,2 + 0 − 4𝑢3,2 = 0 

           𝑗 = 3   𝑢2,3 + 𝑢3,4 + 𝑢4,3 + 𝑢3,2 − 4𝑢3,3 = 0 

           𝑗 = 4   𝑢2,4 + 100 + 𝑢4,4 + 𝑢3,3 − 4𝑢3,4 = 0 

 



 توان نوشت:با توجه به تقارن موجود می

 

 توان به صورت ماتریسی زیر نوشت:لذا معادلات به دست آمده را می

 

ماتریسی حل نمود که نتایج آن به صورت زیر های مختلفی از جمله روش توان به روشاین دستگاه را می

 است:

 

 

های ها( به صورت عددی و با استفاده از الگوریتمتفاضل محدود )معادلات ایجاد شده برای گرهحل معادلات 

های تکرارشونده برای حل معادلات تفاضل محدود تکرارشونده بسیار متداول هست. در مثال زیر از روش

 شود.استفاده می

 :شودیم نییتع رینازک توسط معادله ز یلیسطح مستط کیدر  داریانتقال حرارت حالت پامثال: 

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
= 0 

 :نماییدحل  ریز یمرز طیشرا یرا برا ای بالادیفرانسیلی پاره معادله



𝑥 = 0; 
𝜕𝑇

𝜕𝑥
= 0 

𝑥 = 𝐿;  𝑇 = 100 

𝑦 = 0; 
𝜕𝑇

𝜕𝑦
= 0 

𝑦 = 𝐻;  𝑇 = 200 

L = H = 1, ∆𝑥 = ∆𝑦 = 0.333 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ی روابط تفاضل ی خطاهامرتبه بهتر هست، های داخلی و مرزیگره درتفاضل محدود  سازیپیاده برایتوجه: 

 یکسان باشد. محدود

 :8و  7، 5، 4های گره

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
= 

1

∆𝑥2
 (𝑇𝑖+1,𝑗 − 2𝑇𝑖,𝑗 + 𝑇𝑖−1,𝑗) 

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
= 

1

∆𝑦2
 (𝑇𝑖,𝑗+1 − 2𝑇𝑖,𝑗 + 𝑇𝑖,𝑗−1) 

1

∆𝑥2
 (𝑇𝑖+1,𝑗 − 2𝑇𝑖,𝑗 + 𝑇𝑖−1,𝑗) +

1

∆𝑦2
 (𝑇𝑖,𝑗+1 − 2𝑇𝑖,𝑗 + 𝑇𝑖,𝑗−1) = 0 

1

∆𝑥2
 (𝑇𝑖+1,𝑗 − 2𝑇𝑖,𝑗 + 𝑇𝑖−1,𝑗) +

1

∆𝑥2
 (𝑇𝑖,𝑗+1 − 2𝑇𝑖,𝑗 + 𝑇𝑖,𝑗−1) = 0 

𝑇𝑖,𝑗 = 
1

4
(𝑇𝑖+1,𝑗 + 𝑇𝑖−1,𝑗 + 𝑇𝑖,𝑗+1 + 𝑇𝑖,𝑗−1)  

ق
عای

 

 عایق

T
 =

 1
0
0
 

T = 200 

1 2 

3 4 5 

6 7 8 



𝑇4 = 
1

4
(𝑇3 + 𝑇7 + 𝑇5 + 𝑇1)  

𝑇5 = 
1

4
(𝑇4 + 𝑇2 + 100 + 𝑇8)  

𝑇7 = 
1

4
(𝑇6 + 𝑇4 + 𝑇8 + 200)  

𝑇8 = 
1

4
(𝑇7 + 𝑇5 + 100 + 200)  

 )بر روی سطح عایق(: 2و  1های گره

𝜕𝑇

𝜕𝑦
= 

1

2∆𝑦
(−3𝑇𝑖,𝑗 + 4𝑇𝑖,𝑗+1 − 𝑇𝑖,𝑗+2) = 0 →  𝑇𝑖,𝑗 = 

4𝑇𝑖,𝑗+1−𝑇𝑖,𝑗+2

3
  

𝑇1 = 
4𝑇4 − 𝑇7

3
 

𝑇2 = 
4𝑇5 − 𝑇8

3
 

 )بر روی سطح عایق(: 6و  3های گره

𝜕𝑇

𝜕𝑥
=  

1

2∆𝑥
(−3𝑇𝑖,𝑗 + 4𝑇𝑖+1,𝑗 − 𝑇𝑖+2,𝑗) → 𝑇𝑖,𝑗 = 

4𝑇𝑖+1,𝑗 − 𝑇𝑖+2,𝑗

3
  

𝑇3 = 
4𝑇4 − 𝑇5

3
 

𝑇6 = 
4𝑇7 − 𝑇8

3
 

𝑇𝐼𝑛𝑖𝑡𝑖𝑎𝑙 𝑔𝑢𝑒𝑠𝑠 = 150 

شروع کرد و مقادیر  1توان از گره شماره شود، به طور مثال میحل می شوندهتکرار یک الگوریتماین سوال با 

 آخرین مقادیر موجودها را به ترتیب محاسبه نمود. لازم به ذکر است که برای محاسبات هر گره، از تمام گره

ت. برای گردد. با توجه به طبیعت تکرارشونده این روش، نیاز به حدس اولیه اسهای دیگر استفاده میبرای گره

 150در این سوال میانگین دما  گردد.های دما ثابت استفاده میحدس از میانگین دماهای مربوط به شرط

 گردد.ها تکرار میفرایند محاسبه دما تا زمان همگرایی و ثابت شدن آن است.

𝑇1 = 
4𝑇4 − 𝑇7

3
=  

4 × 150 − 150

3
= 150 

𝑇2 = 
4𝑇5 − 𝑇8

3
=  

4 × 150 − 150

3
= 150 

𝑇3 = 
4𝑇4 − 𝑇5

3
=  

4 × 150 − 150

3
= 150 



𝑇4 = 
1

4
(𝑇3 + 𝑇7 + 𝑇5 + 𝑇1) = 150 

𝑇5 = 
1

4
(𝑇4 + 𝑇2 + 100 + 𝑇8) =

1

4
(150 + 150 + 100 + 150) = 137.5 

𝑇6 = 
4𝑇7 − 𝑇8

3
=

4 × 150 − 150

3
= 150 

𝑇7 = 
1

4
(𝑇6 + 𝑇4 + 𝑇8 + 200) = 162.5 

𝑇8 = 
1

4
(𝑇7 + 𝑇5 + 100 + 200) =  

1

4
(162.5 + 137.5 + 100 + 200) = 150 

 بعدی ناپایاحل معادلات یک

توان به دو روش صریح و می را هست tو  xبعدی ناپایا که دارای دو متغیر مستقل معادلات دیفرانسیلی یک

لازم به ذکر است که روند گسسته سازی و حل برای مسائل دوبعدی ناپایا نیز به همین شکل ضمنی حل نمود. 

 باشد.می

 43FTCS روشالف( 

ای دوم برای مکان است و معمولا برای معادلات دیفرانسیل پاره مرتبهاول زمان و  مرتبهاین یک روش صریح 

شود. در این روش برای مکان از تفاضل محدود مرکزی و برای زمان سهموی همانند معادله حرارت استفاده می

با  باشد.از نقاط ضعف آن می همگراییبرقراری شرط نیاز به ، این روش درشود. از تفاضل پیشرو استفاده می

و نیاز به حل همزمان  مقادیر هر گره را به صورت مجزا )صریح( محاسبه نمود توانوجود در این روش می این

 و ناپایا زیر را در نظر بگیرید: معادله حرارت یک بعدی .ها وجود نداردگره

𝜕𝑇

𝜕𝑡
=  𝑐

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
 ; 0 < 𝑥 < 𝑎, 0 < 𝑡 ≤ 𝑡𝑓 

 باشد:این حالت شرط اولیه به صورت زیر می در

𝑇(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) , 0 < 𝑥 < 𝑎 

 گردند:همچنین شرایط مرزی به صورت زیر تعریف می

𝑇(0, 𝑡) = 𝑔1(𝑡), 0 < 𝑡 ≤ 𝑡𝑓 

𝑇(𝑎, 𝑡) = 𝑔2(𝑡), 0 < 𝑡 ≤ 𝑡𝑓 

                                                           
43 Forward Time Central Space 



 

 رو برای زمانتفاضل محدود پیشدر نظر گرفته شده است. در نتیجه  hبرابر با  Δxو  kبرابر با  Δtدر شکل بالا، 

 :به صورت زیر است

𝜕𝑇

𝜕𝑡
=  

1

𝑘
 (𝑇𝑖,𝑗+1 − 𝑇𝑖,𝑗) 

 باشد.سازی زمانی میمربوط به گسسته jسازی مکانی و مربوط به گسسته iلازم به ذکر است که در عبارت بالا 

 باشد:به صورت زیر می تفاضل محدود مرکزی برای مکانهمچنین 

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
= 

1

ℎ2
 (𝑇𝑖−1,𝑗 − 2𝑇𝑖,𝑗 + 𝑇𝑖+1,𝑗) 

 ای دما خواهیم داشت:های محدود مکان و زمان در معادله پارهبا جایگذاری تفاضل

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝑐

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
 →  

1

𝑘
 (𝑇𝑖,𝑗+1 − 𝑇𝑖,𝑗) =  

𝑐

ℎ2
 (𝑇𝑖−1,𝑗 − 2𝑇𝑖,𝑗 + 𝑇𝑖+1,𝑗) 

𝑇𝑖,𝑗+1 = 𝜆𝑇𝑖−1,𝑗 + (1 − 2𝜆)𝑇𝑖,𝑗 + 𝜆𝑇𝑖+1,𝑗 , 𝜆 =
𝑐𝑘

ℎ2
=

𝑐∆𝑡

∆𝑥2
 

𝜆 بعدی در حالت یک این روششرط لازم و کافی برای همگرایی  ≤ های زمانی باید باشد. پس گاممی 0.5

برای حالت دو  به صورتی تعریف شود که شرط بالا برقرار باشد و در نتیجه از واگرایی روش جلوگیری شود.

𝑡∆بعدی شرط پایداری به صورت  ≤
1

2[
1

∆𝑥2
+

1

∆𝑦2
]

c .است 

 44TCSB روشب( 

معمولا برای  ،FTCSهمانند روش  دوم برای مکان است و مرتبهاول زمان و  مرتبهاین یک روش غیرصریح 

شود. در این روش برای مکان از تفاضل ای سهموی همانند معادله حرارت استفاده میمعادلات دیفرانسیل پاره

همگرایی در این  )نیاز به پایداری شرط( شود. مشکلرو استفاده میمحدود مرکزی و برای زمان از تفاضل پس

حرارت  همعادلهمانند بخش قبل، های صریح دارد. تری نسبت به روشروش مطرح نیست، اما محاسبات پیچیده

 زیر را در نظر بگیرید: یک بعدی

                                                           
44 Forward Time Central Space 

t=0, j=1 

j-1 
j 

j+1 



𝜕𝑇

𝜕𝑡
=  𝑐

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
 ; 0 < 𝑥 < 𝑎, 0 < 𝑡 ≤ 𝑡𝑓 

 باشد:این حالت شرط اولیه به صورت زیر می در

𝑇(𝑥, 0) = 𝑓(𝑥) , 0 < 𝑥 < 𝑎 

 گردند:شرایط مرزی به صورت زیر تعریف میهمچنین 

𝑇(0, 𝑡) = 𝑔1(𝑡), 0 < 𝑡 ≤ 𝑡𝑓 

𝑇(𝑎, 𝑡) = 𝑔2(𝑡), 0 < 𝑡 ≤ 𝑡𝑓 

 

 رو برای زمانستفاضل محدود پدر نظر گرفته شده است. در نتیجه  hبرابر با  Δxو  kبرابر با  Δtدر شکل بالا، 

 :به صورت زیر است

𝜕𝑇

𝜕𝑡
=  

1

𝑘
 (𝑇𝑖,𝑗+1 − 𝑇𝑖,𝑗) 

 باشد:به صورت زیر می تفاضل محدود مرکزی برای مکانهمچنین 

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
= 

1

ℎ2
 (𝑇𝑖−1,𝑗+1 − 2𝑇𝑖,𝑗+1 + 𝑇𝑖+1,𝑗+1) 

 ای دما خواهیم داشت:های محدود مکان و زمان در معادله پارهبا جایگذاری تفاضل

𝜕𝑇

𝜕𝑡
= 𝑐

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
 →  

1

𝑘
 (𝑇𝑖,𝑗+1 − 𝑇𝑖,𝑗) =  

𝑐

ℎ2
 (𝑇𝑖−1,𝑗+1 − 2𝑇𝑖,𝑗+1 + 𝑇𝑖+1,𝑗+1) 

−𝜆𝑇𝑖−1,𝑗+1 + (1 − 𝜆)𝑇𝑖,𝑗+1 − 𝜆𝑇𝑖+1,𝑗+1 = 𝑇𝑖,𝑗 , 𝜆 =
𝑐𝑘

ℎ2
=

𝑐∆𝑡

∆𝑥2
 

 ها و مرتب کردن معادلات در قالب ماتریسی داریم:با نوشتن این معادله برای تمامی گره

 

 

 حل این دستگاه نیاز به شرط همگرایی ندارد.

j 
j+1 

t=0, j=1 



 انتقال حرارت برای یک صفحه نازک در شرایط ناپایا به صورت زیر است:الف( نشان دهید که معادله مثال: 

𝜕𝑇

𝜕𝑡
=  𝛼 (

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
) 

 

 روش اول، موازنه انرژی:

𝑞𝑥
′′𝐴𝑥|𝑥 − 𝑞𝑥

′′𝐴𝑥|𝑥+𝑑𝑥+𝑞𝑦
′′𝐴𝑦|𝑦−𝑞𝑦

′′𝐴𝑦|𝑦+𝑑𝑦 =
𝜕(𝑚𝐶𝑃𝑇)

𝜕𝑡
 

𝑞𝑥
′′𝐴𝑥|𝑥+𝑑𝑥 = 𝑞𝑥

′′𝐴𝑥|𝑥 +
𝜕𝑞𝑥

′′𝐴𝑥

𝜕𝑥
 𝑑𝑥, 𝑞𝑦

′′𝐴𝑦|𝑦+𝑑𝑦 = 𝑞𝑦
′′𝐴𝑦|𝑦 +

𝜕𝑞𝑦
′′𝐴𝑦

𝜕𝑦
 𝑑𝑦 

−
𝜕𝑞𝑥

′′𝐴𝑥

𝜕𝑥
 𝑑𝑥 −

𝜕𝑞𝑦
′′𝐴𝑦

𝜕𝑦
 𝑑𝑦 =

𝜕(𝑑𝑚𝐶𝑃𝑇)

𝜕𝑡
 , 𝐴𝑥 = 𝑤𝑑𝑦, 𝐴𝑦 = 𝑤𝑑𝑥,   𝑚, 𝑐𝑝 = 𝑐𝑡𝑒 

−
𝜕(𝑞𝑥

′′𝑤𝑑𝑦)

𝜕𝑥
 𝑑𝑥 −

𝜕(𝑞𝑦
′′𝑤𝑑𝑥)

𝜕𝑦
 𝑑𝑦 = 𝑑𝑚𝐶𝑃

𝑑(𝑇)

𝑑𝑡
, 𝑑𝑚 = 𝜌. 𝑑𝑉, 𝑑𝑉 = 𝑑𝑥. 𝑑𝑦.𝑤, 𝑞𝑥

′′

= −𝑘
𝑑𝑇

𝑑𝑥
, 𝑞𝑦

′′ = −𝑘
𝑑𝑇

𝑑𝑦
 

𝑤. 𝑑𝑦. 𝑘
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
 𝑑𝑥 + 𝑤𝑑𝑦𝑘

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
 𝑑𝑦 = 𝜌. 𝑑𝑥. 𝑑𝑦. 𝑤. 𝐶𝑃

𝑑𝑇

𝑑𝑡
, 𝛼 =

𝑘

𝜌𝑐𝑃
 

𝜕𝑇

𝜕𝑡
=  𝛼 (

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
) 

 سازی معادله انرژی:روش دوم، ساده

𝜕

𝜕𝑥
(𝑘𝑥

𝜕𝑇

𝜕𝑥
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝑘𝑦

𝜕𝑇

𝜕𝑦
) +

𝜕

𝜕𝑧
(𝑘𝑧

𝜕𝑇

𝜕𝑧
) + 𝑞̇ = 𝜌𝑐𝑝

𝜕𝑇

𝜕𝑡
 , 𝑘𝑥 = 𝑘𝑦 = 𝑘𝑧 = 𝑘, 𝛼 =

𝑘

𝜌𝑐𝑃
  

𝜕𝑇

𝜕𝑡
=  𝛼 (

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
) 

 

 



𝑥∆ب( با فرض اینکه  =  ∆𝑦 = باشد، بیشینه مقدار گام زمانی را برای به دست آوردن حل عددی  0.333

 پایدار به دست آورید.

𝛼∆𝑡 ≤
1

2 [
1

∆𝑥2 +
1

∆𝑦2]
 → ∆𝑡 ≤

∆𝑥2

4𝛼
 →  ∆𝑡 ≤

0.33332

4 × 0.1
→ ∆𝑡 ≤ 0.277 

بر اساس شرایط اولیه و مرزی نشان  با استفاده از روش تفاضل محدود و به صورت صریح را مقادیر دماج( 

 داده شده در شکل زیر به دست آورید. از گام زمانی به دست آمده در قسمت ب استفاده نمایید.

 سایر اطلاعات مورد نیاز:

𝐿 = 𝐻 = 1, 𝛼 = 0.1, ∆𝑥 = ∆𝑦 = 0.333 

 

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
= 

1

∆𝑥2
 (𝑇𝑖+1,𝑗,𝑛 − 2𝑇𝑖,𝑗,𝑛 + 𝑇𝑖−1,𝑗,𝑛) 

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
= 

1

∆𝑦2
 (𝑇𝑖,𝑗+1,𝑛 − 2𝑇𝑖,𝑗,𝑛 + 𝑇𝑖,𝑗−1,𝑛) 

𝜕𝑇

𝜕𝑡
=  

1

∆𝑡
 (𝑇𝑖,𝑗,𝑛+1 − 𝑇𝑖,𝑗,𝑛) 

𝜕𝑇

𝜕𝑡
=  𝛼 (

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑇

𝜕𝑦2
) 



1

∆𝑡
 (𝑇𝑖,𝑗,𝑛+1 − 𝑇𝑖,𝑗,𝑛)

=
𝛼

∆𝑥2
 (𝑇𝑖+1,𝑗,𝑛 − 2𝑇𝑖,𝑗,𝑛 + 𝑇𝑖−1,𝑗,𝑛) +

𝛼

∆𝑦2
 (𝑇𝑖,𝑗+1,𝑛 − 2𝑇𝑖,𝑗,𝑛 + 𝑇𝑖,𝑗−1,𝑛)   

 (𝑇𝑖,𝑗,𝑛+1 − 𝑇𝑖,𝑗,𝑛) =
𝛼∆𝑡

∆𝑥2
 (𝑇𝑖+1,𝑗,𝑛 − 2𝑇𝑖,𝑗,𝑛 + 𝑇𝑖−1,𝑗,𝑛) +

𝛼∆𝑡

∆𝑦2
 (𝑇𝑖,𝑗+1,𝑛 − 2𝑇𝑖,𝑗,𝑛 + 𝑇𝑖,𝑗−1,𝑛)   

𝑇𝑖,𝑗,𝑛+1 =
𝛼∆𝑡

∆𝑥2
 (𝑇𝑖+1,𝑗,𝑛 − 2𝑇𝑖,𝑗,𝑛 + 𝑇𝑖−1,𝑗,𝑛) +

𝛼∆𝑡

∆𝑦2
 (𝑇𝑖,𝑗+1,𝑛 − 2𝑇𝑖,𝑗,𝑛 + 𝑇𝑖,𝑗−1,𝑛) + 𝑇𝑖,𝑗,𝑛 

𝑇𝑖,𝑗,𝑛+1 =
𝛼∆𝑡

∆𝑥2
 𝑇𝑖+1,𝑗,𝑛 +

𝛼∆𝑡

∆𝑥2
𝑇𝑖−1,𝑗,𝑛 + (1 −

2𝛼∆𝑡

∆𝑥2
−

2𝛼∆𝑡

∆𝑦2
) 𝑇𝑖,𝑗,𝑛 +

𝛼∆𝑡

∆𝑦2
𝑇𝑖,𝑗−1,𝑛

+
𝛼∆𝑡

∆𝑦2
𝑇𝑖,𝑗+1,𝑛 

𝑇𝑖,𝑗,𝑛+1 =
𝛼∆𝑡

∆𝑥2
 𝑇𝑖+1,𝑗,𝑛 +

𝛼∆𝑡

∆𝑥2
𝑇𝑖−1,𝑗,𝑛 + (1 −

2𝛼∆𝑡

∆𝑥2
−

2𝛼∆𝑡

∆𝑦2
) 𝑇𝑖,𝑗,𝑛 +

𝛼∆𝑡

∆𝑦2
𝑇𝑖,𝑗−1,𝑛

+
𝛼∆𝑡

∆𝑦2
𝑇𝑖,𝑗+1,𝑛 

𝑇𝑖,𝑗,𝑛+1 =
𝛼∆𝑡

∆𝑥2
 𝑇𝑖+1,𝑗,𝑛 +

𝛼∆𝑡

∆𝑥2
𝑇𝑖−1,𝑗,𝑛 + (1 −

2𝛼∆𝑡

∆𝑥2
−

2𝛼∆𝑡

∆𝑦2
) 𝑇𝑖,𝑗,𝑛 +

𝛼∆𝑡

∆𝑦2
𝑇𝑖,𝑗−1,𝑛

+
𝛼∆𝑡

∆𝑦2
𝑇𝑖,𝑗+1,𝑛 

𝑇𝑖,𝑗,𝑛+1 = 0.25 𝑇𝑖+1,𝑗,𝑛 + 0.25 𝑇𝑖−1,𝑗,𝑛 + 0.25 𝑇𝑖,𝑗−1,𝑛 + 0.25 𝑇𝑖,𝑗+1,𝑛 

 

 



 باشد:ه صورت زیر میمثال: معادله انتقال حرارت ناپایا در یک میله با تولید انرژی در طول آن ب

𝜕𝑇

𝜕𝑡
=  𝛼 

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+  𝛽𝑇 

𝑇(𝑥, 0) =  0 

𝑇(0, 𝑡) = 1 

𝜕𝑇(1, 𝑡)

𝜕𝑥
=  0 

باشد، این معادله را با استفاده از تفاضل محدود و به صورت صریح حل می ثانیه 1/0 برابر با Δtبا فرض اینکه 

𝛼). نمایید = 0.1, 𝛽 = 1)  

 

𝜕𝑇

𝜕𝑡
=  𝛼 

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+  𝛽𝑇 

𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
= 

1

∆𝑥2
 (𝑇𝑖+1,𝑛 − 2𝑇𝑖,𝑛 + 𝑇𝑖−1,𝑛) 

𝜕𝑇

𝜕𝑡
=  

1

∆𝑡
 (𝑇𝑖,𝑛+1 − 𝑇𝑖,𝑛) 

1

∆𝑡
 (𝑇𝑖,𝑛+1 − 𝑇𝑖,𝑛) =  

𝛼

∆𝑥2
 (𝑇𝑖+1,𝑛 − 2𝑇𝑖,𝑛 + 𝑇𝑖−1,𝑛) + 𝛽𝑇𝑖,𝑛 

𝑇𝑖,𝑛+1 = 
𝛼∆𝑡

∆𝑥2
 𝑇𝑖+1,𝑛 +

𝛼∆𝑡

∆𝑥2
 𝑇𝑖−1,𝑛 + (1 −

2𝛼∆𝑡

∆𝑥2
) 𝑇𝑖,𝑛 + 𝛽∆𝑡𝑇𝑖,𝑛 

 :3تا  1های گره

𝑇1,𝑛+1 = 
𝛼∆𝑡

∆𝑥2
 𝑇2,𝑛 +

𝛼∆𝑡

∆𝑥2
 +  (1 −

2𝛼∆𝑡

∆𝑥2
+ 𝛽∆𝑡) 𝑇1,𝑛 

𝑇2,𝑛+1 = 
𝛼∆𝑡

∆𝑥2
 𝑇3,𝑛 +

𝛼∆𝑡

∆𝑥2
 𝑇1,𝑛+1 + (1 −

2𝛼∆𝑡

∆𝑥2
+ 𝛽∆𝑡) 𝑇2,𝑛 

𝑇3,𝑛+1 = 
𝛼∆𝑡

∆𝑥2
 𝑇4,𝑛 +

𝛼∆𝑡

∆𝑥2
 𝑇2,𝑛+1 + (1 −

2𝛼∆𝑡

∆𝑥2
+ 𝛽∆𝑡) 𝑇3,𝑛 

 :4گره 

𝜕𝑇

𝜕𝑥
=  

1

2∆𝑥
(3𝑇𝑖,𝑛+1 − 4𝑇𝑖−1,𝑛+1 + 𝑇𝑖−2,𝑛+1) = 0 → 𝑇𝑖,𝑛+1 =

4𝑇𝑖−1,𝑛+1 − 𝑇𝑖−2,𝑛+1

3
   

𝑇4,𝑛+1 =
4𝑇3,𝑛+1 − 𝑇2,𝑛+1

3
 

 گردد.و انجام فرایند تکرار، نتایج حاصل می 4تا  1های با جایگذاری مقادیر برای گره



 (BVP) مرزیمسائل مقدار 

، به عنوان مسائل مقدار مرزی بیش از یک نقطهمرزی مشخص در  شرایطبا  معمولی دیفرانسیلمعادلات 

و  45توان به روش پرتابیکه می های مختلفی برای حل این معادلات وجود داردروش شوند.بندی میدسته

فرم ند. و یا غیرخطی باش خطی دنتوانمیمعادلات در این نوع مسائل  اشاره نمود. 46روش تفاضل محدود

 :ای با شرایط مرزی خطی، به صورت زیر استبرای یک مساله مقدار مرزی دو نقطه استاندارد )متعارف(

𝑑𝑦𝑗

𝑑𝑥
= 𝑓𝑗(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛)  𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑓; 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 

 فرض کنید که. هستند fx و نقطه نهایی 0x شرایط مرزی در نقطه اولیهباشد. شماره معادله می j در رابطه بالا

r ( معادله اول دارای شرط اولیه وn-r.معادله بعدی، دارای شرط نهایی هستند ) :در نتیجه خواهیم داشت 

𝑦𝑗(𝑥0) =  𝑦𝑗,0   𝑗 = 1,2, … , 𝑟 

𝑦𝑗(𝑥𝑓) =  𝑦𝑗,𝑓   𝑗 = 𝑟 + 1,… , 𝑛 

در باشد. به عنوان مثال،  n مرتبه دیفرانسیلیک معادله  تواند به صورتمییک مساله مقدار مرزی همچنین 

 :شودمیزیر نوشته  و به صورت )در دو نقطه( بوده دوم با دو شرط مرزیمرتبه  از اینجا

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 𝑓 (𝑥, 𝑦,

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)   𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥𝑓 

 گرفته شوند: با ساختار کلی زیر در نظرتوانند شرایط مرزی می

𝑎0𝑦(𝑥0) + 𝑏0𝑦
′(𝑥0) = 𝛾0 

𝑎𝑓𝑦(𝑥𝑓) + 𝑏𝑓𝑦
′(𝑥𝑓) = 𝛾𝑓 

های حل این روشدر ادامه به  نشان دهنده نقطه اول و نقطه نهایی هستند. ترتیببه  fو  0 هایزیروندکه 

 گردد.معادلات اشاره می

 روش پرتابیالف( 

 ،IVPموجود برای های تا بتوان از روشگردد تبدیل می (IVP) به یک مساله مقدار اولیه، در این روش، مساله

، لذا هستنداز آنجایی که برخی از شرایط مرزی در نقطه نهایی  .ودمسائل مقدار مرزی استفاده نم حل برای

به این شکل، با استفاده  .باید برای توابعی که شرط مرزی آنها در نقطه انتهایی است، مقدار اولیه را حدس زد

جواب توابع  ،تا در نقطه نهایی نمودهده، مساله را به صورت یک مساله مقدار اولیه حل از شرایط حدس زده ش

 گردد.انتخاب میها را با مقادیر واقعی مقایسه و در صورت نیاز حدس دیگری . آنگاه این جوابحاصل گردد

                                                           
45 Shooting method 
46 Finite difference method 



، حدس سوم یابی()میان در صورتی که جواب حاصل از حدس دوم هم درست نبود، با استفاده از روش قطاع

توان بر اساس این برسد، می 2fyبه جواب  2yو حدس دوم  1fyبه جواب  1yاگر حدس اول . گرددانتخاب می

 رسید:ها اولیه و جواب یهاحدس بینمقادیر به یک رابطه خطی 

𝑦 − 𝑦1

𝑦2 − 𝑦1
= 

𝑦𝑓 − 𝑦𝑓1

𝑦𝑓2 − 𝑦𝑓1
 

اگر مقدار مورد  حدس جدید است. yو  )مقدار دقیق بر اساس سوال( ، مقدار تابع در نقطه نهاییfyکه در آن 

 به عنوان yبرای  مقدار جدیدی، داده شوددر رابطه بالا قرار  ،خواهیم به آن برسیم() مقداری که می fyنظر 

 آید. به دست میحدس اولیه جدید 

معادله  nبه  ،وجود داشته باشد، باید با تغییر متغیر nتوجه: در روش پرتابی، در صورتی که یک معادله مرتبه 

 پذیر باشد.امکان کاتاهایی از جمله اویلر و رانگمرتبه یک تغییر یابد تا حل آن با استفاده از روش

 معادله دیفرانسیل زیر را حل کنید: پرتابیبا استفاده از روش مثال: 

𝑑2𝑇

𝑑𝑥2
= 0.01 (𝑇 − 20)

1
3 , 𝑇(0) = 200 , 𝑇(10) = 40, ℎ = 0.25 

𝑑𝑇

𝑑𝑥
=  𝜃 

𝑑𝜃

𝑑𝑥
=  0.01 (𝑇 − 20)

1
3 

𝑑𝑇یابد، برای حدس اولیه کاهش می 𝑇مقدار  𝑥با توجه به اینکه با افزایش 

𝑑𝑥
= 𝜃𝑥=0  یک مقدار منفی باید در

𝜃(0)نظر گرفته شود که مقدار  =  شود. فرض می 15−

 :4با استفاده از رانگ کاتا مرتبه 

{
𝑇𝑖+1 = 𝑇𝑖 +

1

6
 (𝑚1 + 2𝑚2 + 2𝑚3 + 𝑚4 )                         𝑓(𝑥, 𝑇, 𝜃) =  𝜃

𝜃𝑖+1 = 𝜃𝑖 +
1

6
 (𝑛1 + 2𝑛2 + 2𝑛3 + 𝑛4 )        𝑔(𝑥, 𝑇, 𝜃) = 0.01 (𝑇 − 20)

1
3 

 

𝑚1 = ℎ𝑓(𝑥𝑖 , 𝑇𝑖, 𝜃𝑖) = ℎ𝜃𝑖  

𝑚2 = ℎ𝑓 (𝑥𝑖 +
ℎ

2
, 𝑇𝑖 +

𝑚1

2
, 𝜃𝑖 +

𝑛1

2
) = ℎ(𝜃𝑖 +

𝑛1

2
) 

𝑚3 = ℎ𝑓 (𝑥𝑖 +
ℎ

2
, 𝑇𝑖 +

𝑚2

2
, 𝜃𝑖 +

𝑛2

2
) = ℎ(𝜃𝑖 +

𝑛2

2
) 

𝑚4 = ℎ𝑓(𝑥𝑖 + ℎ, 𝑇𝑖 + 𝑚3, 𝜃𝑖 + 𝑛3) = ℎ(𝜃𝑖 + 𝑛3) 

 

𝑛1 = ℎ𝑔(𝑥𝑖, 𝑇𝑖, 𝜃𝑖) = 0.01 ℎ(𝑇𝑖 − 20)
1
3 



𝑛2 = ℎ𝑔 (𝑥𝑖 +
ℎ

2
, 𝑇𝑖 +

𝑚1

2
, 𝜃𝑖 +

𝑛1

2
) = 0.01ℎ (𝑇𝑖 +

𝑚1

2
− 20)

1
3 

𝑛3 = ℎ𝑔 (𝑥𝑖 +
ℎ

2
, 𝑇𝑖 +

𝑚2

2
, 𝜃𝑖 +

𝑛2

2
) = 0.01ℎ (𝑇𝑖 +

𝑚2

2
− 20)

1
3 

𝑛4 = ℎ𝑔(𝑥𝑖 + ℎ, 𝑇𝑖 + 𝑚3, 𝜃𝑖 + 𝑛3) = 0.01ℎ (𝑇𝑖 + 𝑚3 − 20)
1
3 

 

𝑚1 = ℎ𝑓(𝑥𝑖 , 𝑇𝑖, 𝜃𝑖) = (0.25)(−15) = −3.75 

𝑛1 = ℎ𝑔(𝑥𝑖, 𝑇𝑖, 𝜃𝑖) = (0.25)(0.01 )(200 − 20)
1
3 = 0.01412 

𝑚2 = ℎ𝑓 (𝑥𝑖 +
ℎ

2
, 𝑇𝑖 +

𝑚1

2
, 𝜃𝑖 +

𝑛1

2
) = (0.25) (−15 +

0.01412

2
) = −3.74824 

𝑛2 = ℎ𝑔(𝑥𝑖, 𝑇𝑖 , 𝜃𝑖) = (0.25)(0.01 ) (200 −
3.75

2
− 20)

1
3
= 0.01407 

𝑚3 = ℎ𝑓 (𝑥𝑖 +
ℎ

2
, 𝑇𝑖 +

𝑚2

2
, 𝜃𝑖 +

𝑛2

2
) = (0.25) (−15 +

0.01407

2
) = −3.74824 

𝑛3 = ℎ𝑔 (𝑥𝑖 +
ℎ

2
, 𝑇𝑖 +

𝑚2

2
, 𝜃𝑖 +

𝑛2

2
) = (0.25)(0.01 ) (200 +

−3.7482

2
− 20)

1
3 = 0.01407 

𝑚4 = ℎ𝑓(𝑥𝑖 + ℎ, 𝑇𝑖 + 𝑚3, 𝜃𝑖 + 𝑛3) = (0.25)(−15 + 0.01407) = −3.74648 

𝑛4 = ℎ𝑔(𝑥𝑖 + ℎ, 𝑇𝑖 + 𝑚3, 𝜃𝑖 + 𝑛3) = 0.01(0.25)(200 − 3.74824 − 20)
1
3 = 0.01402 

𝑇(0.25) =  200 +
1

6
 (−3.75 + 2(−3.74824) + 2(−3.74824) − 3.74648 ) = 196.2518    

𝜃(0.25) = −15 +
1

6
 (0.01412 + 2 × 0.01407 + 2 × 0.01407 +  0.01402 ) = −14.9859 

𝜃(0)ی حل برای حدس با ادامه = 𝑥در  𝑇، مقدار 15− =  شود.می 52.5120برابر با  10

𝜃(0)با تکرار فرایند برای حدس جدید  = 𝑥در  𝑇، مقدار 17− =  شود.می 32.4560برابر با  10

 حدس جدید:یابی برای تعیین استفاده از میانبا 

52.5120 −  32.4560

−15 − (−17)
=  

40 −  32.4560

𝜃 − (−17)
 →  𝜃(0) =  −16.2477 

𝑥در  𝑇باشد و مقدار که حدس خوبی می =  شود.می 40تقریبا برابر با  10

 

 



 :شودیم فیتوص ریتوسط معادله ز یفلز لهیم کیدر  ایحالت پا یدما عیتوزمثال: 

 

استفاده کرده و گام  لریرو به جلو از روش او یریگانتگرال یبرا. دیحل کنپرتابی مسئله را با روش  نیا

𝑥∆)در نظر بگیرید.  را برابر با یریگانتگرال = 0.25) 

 

 

 

 



 

 

 

 روش تفاضل محدود

. شودقرار داده میها های موجود در معادلات دیفرانسیل، مقدار تفاضل محدود آندر این روش، به جای مشتق

برای مثال، های عدد قابل حل هست. با روشکه  گرددایجاد میاز معادلات دیفرانسیل  دستگاهیبه این ترتیب 

 توجه نمایید: زیر ایدستگاه دو معادله هب

𝑑𝑦1

𝑑𝑥
= 𝑓1(𝑥, 𝑦1, 𝑦2) 

𝑑𝑦2

𝑑𝑥
= 𝑓2(𝑥, 𝑦1, 𝑦2) 

 شرایط مرزی به شکل زیر است:



𝑦1(𝑥0) = 𝑦1,0 

𝑦2(𝑥𝑓) = 𝑦2,𝑓 

 د:نگردمیباز  مرکزیتفاضل محدود های مشتق ها به کمک فرمولحال مشتق

𝑑𝑦1,𝑖

𝑑𝑥
=

1

2ℎ
(𝑦1,𝑖+1 − 𝑦1,𝑖−1) + 𝑂(ℎ2) 

𝑑𝑦2,𝑖

𝑑𝑥
=

1

2ℎ
(𝑦1,𝑖+1 − 𝑦1,𝑖−1) + 𝑂(ℎ2) 

مشتقات موجود در معادلات دیفرانسیل  جایگزین، دواگر معادلات مشتق تفاضل محدود با خطای مرتبه 

 ، خواهیم داشت:بالا گردد دستگاه

𝑦1,𝑖+1 − 𝑦1,𝑖−1 = 2ℎ𝑓1(𝑥, 𝑦1,𝑖, 𝑦2,𝑖) 

𝑦2,𝑖+1 − 𝑦2,𝑖−1 = 2ℎ𝑓2(𝑥, 𝑦1,𝑖, 𝑦2,𝑖) 

شود که برای هر میقسمت مساوی تقسیم  nگیری )یا همان بازه حل مساله( به در این مرحله، بازه انتگرال

. وجود دارد )با توجه به اینکه در این مثال دو معادله داریم( بر اساس تفاضل محدود نقطه در اینجا دو معادله

در نهایت باید  .گرددتعیین میبندی با توجه به گام مورد نظر برای حل مساله این تقسیملازم به ذکر است که 

 های عددی حل نمود.دستگاه ایجاد شده را بر اساس روش

رو با رو و پسنکته: اگر در مرزها ابتدایی و انتهایی شرط مشتق وجود داشته باشد، باید از تفاضل محدود پیش

به طور مثال برای استفاده نمود.  های داخلی(تفاضل مرکزی )استفاده شده برای گره مرتبه خطای یکسان با

 شود:رو نتیجه میمرز ابتدایی بر اساس تفاضل پیش

𝜕𝑦

𝜕𝑥
=

1

2ℎ
(−𝑦𝑖+2 + 4𝑦𝑖+1 − 3𝑦𝑖) 

 .گرددرو استفاده میمرز پایانی نیز به صورت مشابه از تفاضل پسبرای 

در صورتی که مرتبه مشتق بیشتر از یک باشد، نیازی به تغییر متغیر، کاهش  روش تفاضل محدوددر نکته: 

تفاضل محدود را برای معادلات با مرتبه  مستقیما توانمرتبه و تبدیل معادله به دستگاه معادلات نیست. می

 کنید. توجهبالاتر نوشت. به مثال زیر 

 مثال: معادله دیفرانسیل زیر با استفاده از روش اختلاف مرکزی حل کنید:

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
+ 𝑦 = 𝑥2 

𝑦(0) = 0  , 𝑦(1) = −0.4 , ∆𝑥 = 0.2 

𝑥 = 0 0.2 0.4 0.6 0.8 𝑥 = 1 



𝑦 = 0 𝑦1 𝑦2 𝑦3 𝑦4 𝑦 = −0.4 

 

شود:از روش تفاضل مرکزی معادله داده شده به معادله زیر تبدیل می با استفاده  

𝑦𝑖+1 − 2𝑦𝑖 + 𝑦𝑖−1

∆𝑥2
+ 𝑦𝑖 = 𝑥𝑖

2    𝑖 = 1,2,3,4 

𝑥∆با توجه به اینکه  = 0.2: 

25 𝑦𝑖+1 − 49𝑦𝑖 + 25 𝑦𝑖−1 = 𝑥𝑖
2    𝑖 = 1,2,3,4   

 شود:بنابراین به ازای هر نقطه معادله آن نوشته می

𝑖 = 1            25 𝑦2 − 49𝑦1 + 25 𝑦0 =  0.04 

𝑖 = 2            25 𝑦3 − 49𝑦2 + 25 𝑦1 =  0.16 

𝑖 = 3            25 𝑦4 − 49𝑦3 + 25 𝑦2 =  0.36 

𝑖 = 4            25 𝑦5 − 49𝑦4 + 25 𝑦3 =  0.64 

 در نتیجه:

𝑖 = 1            25 𝑦2 − 49𝑦1 + 25(0) =  0.04 

𝑖 = 2            25 𝑦3 − 49𝑦2 + 25 𝑦1 =  0.16 

𝑖 = 3            25 𝑦4 − 49𝑦3 + 25 𝑦2 =  0.36 

𝑖 = 4            25 (−0.4) − 49𝑦4 + 25 𝑦3 =  0.64 

[

−49 25 0 0
25 −49 25 0
0 25 −49 25
0 0 25 −49

] [

𝑦1

𝑦2

𝑦3

𝑦4

] = [

0.04
0.16
0.36
10.64

]  

 خواهیم داشت:های عددی با حل دستگاه معادلات بالا بر اساس روش

𝑦1 = −0.113, 𝑦2 = −0.22, 𝑦3 = −0.311, 𝑦4 = −0.376 

 

 

 


