
 

با هسته  هیسه لا یچیساندو یمنحن ریت کیخمش و ارتعاشات آزاد ترموالکترومگنتوالاست لیتحل

 یمرز طیاشر یبرا کیزوالکترومگنتیپ یها هیمجهز شده با لا یگامیشده با گرافن ار تیتقو یمس

 مختلف

 

 مقدمه -1

ه، های کاری پیچیددر محیط های نوین و نیاز به ساختارهایی با عملکرد چندگانهبا گسترش روزافزون فناوری

ای های چندفیزیکی باشند، از اهمیت ویژههایی که قادر به پاسخگویی به محرکطراحی و تحلیل دقیق سازه

های اخیر توجه محققان را به خود جلب کرده، تیرهای برخوردار شده است. یکی از ساختارهای نوین که در سال

سبت دلیل دارا بودن ناز مواد هوشمند و نانوساختار است. این تیرها به هاییساندویچی چندلایه با هسته و پوسته

صنایع  ای، درسازی پاسخ سازهبالای استحکام به وزن، سفتی قابل کنترل، جذب انرژی مؤثر و امکان سفارشی

عی کاربرد وسی (MEMS) مختلفی همچون هوافضا، نانوابزارها، مهندسی زیستی، رباتیک و میکروالکترومکانیک

 .اندپیدا کرده

تار های گرافن با ساخی این نوع تیرها، استفاده از نانوورقدر میان رویکردهای نوین برای تقویت عملکرد هسته

رود. ساختار ، نوآوری مهمی به شمار می(Cu) کننده در یک ماتریس فلزی مانند مسعنوان تقویتاریگامی به

پذیری بالا، ظرفیت بالای جذب انرژی، و توانایی تغییرپذیری نعطافهایی چون ادلیل ویژگیاریگامی گرافن، به

ت سازد. از طرفی، تقویهای خارجی، امکان تنظیم خواص مکانیکی مؤثر هسته را فراهم میدر پاسخ به بارگذاری



سته هها، منجر به بهبود خواصی چون سختی، مقاومت حرارتی، و پایداری دینامیکی ماتریس فلزی با این نانوورق

 .دهدهای سنتی، عملکرد بالاتری را ارائه میگردد که در قیاس با هستهمی

در  (PEM) های پیزوالکترومگنتیکدر راستای ارتقای عملکرد دینامیکی و چندفیزیکی این تیرها، استفاده از لایه

کانیکی، های مبین حوزه شود. این مواد چندکارکرده، توانایی برقراری کوپلسطوح بالا و پایین سازه پیشنهاد می

ی و مغناطیسی های الکتریکتوانند میدانای که در اثر تنش مکانیکی، میگونهالکتریکی و مغناطیسی را دارا هستند؛ به

ها را به آن ها،ها، تغییر شکل مکانیکی از خود نشان دهند. این قابلیتالقا کرده و بالعکس تحت تأثیر این میدان

 .های هوشمند با عملکرد حسگری، عملگری و کنترل فعال تبدیل کرده استی طراحی سازهای مناسب براگزینه

های همگن یا های با هستهی تیرهای ساندویچی، بر تحلیل سازهای از مطالعات موجود در زمینهبخش عمده

اند. ز بودهتمرکتری همچون گرافن اریگامی مشده با ذرات نانو بدون در نظر گرفتن ساختارهای پیشرفتهتقویت

صورت جداگانه یا خطی در نظر گرفته های چندمیدانی بههمچنین در بسیاری از این مطالعات، اثرات بارگذاری

های حرارتی، الکتریکی و مغناطیسی زمان تحت تأثیر میدانها همهای واقعی، سازهاند، در حالی که در محیطشده

ها در چارچوب گرفتن کوپل غیرخطی بین این حوزه ها مستلزم در نظرقرار دارند که تحلیل آن

 .است (Thermo-Electro-Magneto-Elasticity) ترموالکترومگنتوالاستیسیته

حتی  برنولی یا-های کلاسیک همچون اویلرهایی با استفاده از تئوریسازی دقیق چنین سازهافزون بر این، مدل

ها و یهویژه در حضور لغزش بین لاای بهپاسخگوی رفتار پیچیده لایههای مرتبه پایین مانند تیموشنکو، تئوری

 (Higher-Order Layerwise Theory) ایگیری از تئوری مرتبه بالاتر لایهرو، بهرهناهمگنی شدید نیستند. از این

رده و ک صورت پیوسته در راستای ضخامت مدلها را بهیابد؛ چراکه این تئوری قادر است جابجاییضرورت می

 .ای را با دقت بالا لحاظ کندهای لایهکنشاثرات برهم



ی یک مدل جامع برای تحلیل خمش ایستا و ارتعاشات آزاد یک تیر منحنی ساندویچی در این پژوهش، هدف ارائه

 هاییهلا و اریگامی گرافن با شدهتقویت نانوساختاری–لایه است که در آن، هسته از جنس کامپوزیت فلزیسه

 و شده ستفادها ایلایه بالاتر مرتبه تئوری از سازی،مدل برای. اندشده تشکیل پیزوالکترومگنتیک مواد از طحیس

ارچوب ه در چساز رفتار تحلیل. گردندمی استخراج همیلتون اصل از گیریبهره با تیر رفتار بر حاکم معادلات

 حیطتحلیلی و عددی در مهای نیمهمعادلات، از روششود و برای حل کامل ترموالکترومگنتوالاستیسیته انجام می

MATLAB  شود. این پژوهش با بررسی پاسخ سازه در شرایط مرزی مختلف و تحت پارامترهای بهره گرفته می

کی های چندفیزیهای هوشمند چندلایه تحت بارگذاریتر از رفتار سازهطراحی گوناگون، گامی مؤثر در درک عمیق

 .داردبرمی

 ازی هندسی و فیزیکی تیرسمدل -2

نی گیرد که در آن انحنا، ناهمگلایه مورد بررسی قرار میدر این پژوهش، ساختاری از نوع تیر منحنی ساندویچی سه

اع ای دوبعدی و با شعاند. تیر مورد نظر در صفحهزمان در نظر گرفته شدهطور هممواد، و تأثیرات چندمیدانی به

 .شودصورت طول کمان بین دو انتها مشخص میشود و طول مؤثر آن بهتعریف می RRRانحنای ثابت 

 هندسه تیر -2-1

 :تیر مورد بررسی از سه لایه تشکیل شده است

 از نوع ماده پیزوالکترومگنتیک :ی بالاییلایه(PEM)   1با ضخامتh 

 متشکل از کامپوزیت فلزی مس :ی میانیهسته(Cu)  2خامت شده با گرافن اریگامی با ضتقویتh 

 مجددا   :ی پایینیلایهPEM   3با ضخامتh 



ثابت  شود که تیر دارای انحنایصورت ترکیب این سه لایه است. فرض میشکل مقطع تیر در راستای ضخامت به

 :است. ضخامت کل تیر برابر است با  Lبوده و طول مؤثر تیر در راستای مماسی برابر   Rدر امتداد شعاع 

 3+h2+h1h=h 

 سیستم مختصات -2-2

از مرکز انحنا به  (r) شود. محور شعاعیشعاعی استفاده می-برای تحلیل تیر منحنی، از سیستم مختصات مماسی

سازی، توزیع تنش و در راستای طولی تیر قرار دارد. در این مدل (θ) سمت بیرون امتداد دارد، و محور مماسی

 .شود)مماسی( بررسی میکرنش در راستای ضخامت )شعاعی( و امتداد طولی 

 سازیفرضیات مدل -2-3

 :اندسازی، فرضیات زیر اعمال شدهسازی و در عین حال حفظ دقت مدلجهت ساده

 .انحنای تیر ثابت و در یک صفحه دوبعدی است .1

 .ها متفاوت استمواد هر لایه همگن و ایزوتروپیک بوده ولی خواص بین لایه .2

 .شود(ای مدل میدر قالب تئوری مرتبه بالاتر لایهها قابل وقوع است )لغزش بین لایه .3

 .شودصورت پیوسته در راستای ضخامت لحاظ میتوزیع بارگذاری حرارتی، الکتریکی و مغناطیسی به .4

 .شودهای خارجی در راستای ضخامت و طول تیر در نظر گرفته میاثرات میدان .5

 .گردندلحاظ می های ناشی از انحناها کوچک فرض شده ولی تغییر شکلکرنش .6

 مشخصات مواد -2-4



صورت زیر های فیزیکی و ترموالکترومغناطیسی مواد مورد استفاده در هر لایه بهتر، ویژگیسازی دقیقبرای مدل

 :شوددر نظر گرفته می

مدول یانگ  لایه

E 

ضریب پواسون 

ν 

ضریب انبساط 

 αحرارتی 

ضرایب 

 پیزوالکتریک 

ضرایب 

 مغنتوالاستیک 

PEM 121 1332 431× 6-11 e31= -5.4 

e33= 15.8 

q31= 2.3 

q33= 4.1 

Cu + 

Graphene 

Origami 

111 1334 731× 5-11 0 0 

PEM 121 1332 431× 6-11 5.4-= 31e 

= 15.833e 

q31= 2.3 

q33= 4.1 

 

PEMرینظ ی: فرض شده از جنس مواد PZT-M  وTerfenol-D یسیالکترومغناط یریپذبا کوپل. 

آن صفر در نظر  کیو مغنتوالاست کیزوالکتریپ یپارامترها نیدارد، بنابرا یو حرارت یکیفقط نقش مکان یانیم هیلا

 .شوندیگرفته م

 سازی و استخراج معادلات حاکمفرموله -3

ی ایههای حرارتی، الکتریکی و مغناطیسی، بر پلایه ساندویچی با در نظر گرفتن میداندر این بخش، تیر منحنی سه

شود. سازی میو با استفاده از اصل همیلتون مدل (Higher-Order Layerwise Theory) ایمرتبه بالاتر لایهتئوری 



فیزیک را فراهم  شدن چندی جابجایی در راستای ضخامت و کوپلاین تئوری قابلیت درنظرگرفتن تغییرات پیوسته

 .سازدمی

 سیستم مختصات و میدان جابجایی -3-1

 :شود، که در آنانجام می  (r,θ)مختصات قطبی تحلیل در دستگاه 

 r: )شعاع )عمود بر تیر 

 θ :)راستای مماسی )طولی تیر 

 :شودام به صورت زیر تعریف می-iی ها در هر لایهجابجایی

u (i)(r, θ, t)  =  u0(i)(θ, t) + z ⋅ ϕ(i)(θ, t) 

w(i)(r,θ,t)=w0(i)(θ,t) 

 :که در آن

 u: )جابجایی مماسی )طولی 

 w:  شعاعی )ضخامت(جابجایی 

 (i)ϕ:  تابع چرخش خمش در لایهi 

 z: موقعیت در راستای ضخامت نسبت به سطح میانی هر لایه 

 هاکرنش -3-2

 :شودهای کوچک، روابط کرنش در سیستم قطبی به صورت زیر نوشته میبا فرض تغییر شکل



εθ =
1

𝑅

∂u

∂θ
+

𝑤

𝑅
 

εr =
∂w

∂r
 

εrθ =
1

𝑅

∂w

∂θ
+

∂𝑢

∂r
 

 

 (Constitutive Equations)  روابط قانون ماده -3-3

، تنش مکانیکی، جابجایی الکتریکی و میدان مغناطیسی، همگی به کرنش، (PEM)  در مواد پیزوالکترومگنتیک

 :میدان الکتریکی، میدان مغناطیسی و دما کوپل هستند

 

[
𝜎
𝐷
𝐻

] = [
ε
𝐸
𝐵

] [

𝐶 −𝑒 −𝑞
𝑇𝑒 ε α
𝑇𝑞 𝑇𝛼 𝜇

] − 𝛥𝑇 [
𝛽
0
0

] 

 :تعاریف

 σ: تنش مکانیکی 

 ε: کرنش مکانیکی 

 D: جابجایی الکتریکی 

 H: چگالی جریان مغناطیسی 

 E: میدان الکتریکی 



 B: میدان مغناطیسی 

 ΔT: تغییر دما 

  C: ماتریس سختی مکانیکی 

 e: ماتریس پیزوالکتریک 

 q: ماتریس پیزومغناطیک 

 μ: تراوایی مغناطیسی 

 ε: الکتریکتراوایی دی 

 α: کوپل مغناطوالکتریک 

 β: ضرایب انبساط حرارتی 

 همیلتون اصل -3-4

 :آینددست میمعادلات حرکت از اصل همیلتون به

δ ∫ (T − U + W) 
𝑡1

𝑡0

dt = 0  

 :که

 T: انرژی جنبشی کل سیستم 

 U: )انرژی پتانسیل کرنشی )شامل اثرات حرارتی، الکتریکی و مغناطیسی 



 W: های خارجیشده توسط بارها و میدانکار انجام 

شده ای از معادلات دیفرانسیل جزئی کوپلقانون ماده، مجموعهپس از اعمال این اصل و جایگذاری روابط کرنش و 

 .آیدبه دست می

 شرایط مرزی -3-5

 (Mechanical Boundary Conditions)  شرایط مرزی مکانیکی

 (Simply Supported – Simply Supported) ساده –تیر ساده  :1حالت 

 .دارند ولی جابجایی شعاعی ندارندگاه قرار دارند و اجازه دوران دو انتهای تیر روی تکیه

   w=0  (جابجایی شعاعی صفر) 

 M=0  (گشتاور خمشی صفر) 

 گاهی ϕ=0 شودنیز در نظر گرفته می 

 (Clamped – Clamped) گیردار –تیر گیردار  :2حالت  ��

 .انددو سر تیر کاملا  مهار شده

 u=0  (جابجایی مماسی صفر) 

 w=0 (جابجایی شعاعی صفر) 

  ϕ=0  (دوران ناشی از خمش صفر) 



 .شودترین شرایط مرزی را دارد و باعث افزایش فرکانس طبیعی میاین حالت صلب ��

 (Clamped – Free) آزاد –تیر گیردار  :3حالت  ��

 u=0, w=0, ϕ=0   

| θ=L آزاد | 

 N=0  (نیروی محوری صفر) 

 Q=0 (نیروی برشی صفر) 

 M=0 (گشتاور خمشی صفر) 

 .های هوشمند کاربرد داردکند و در بسیاری از سازهپذیری را فراهم میحالت ترکیب پایداری و انعطاف این  

 (Voltage BCs) شرایط مرزی الکتریکی 

 :توان شرایط زیر را اعمال کردمی (PEM یا سطح بالا/پایین لایه) در هر دو سر تیر

 شرط مرزی پیشنهادی حالت

ϕ الکترود متصل = 𝑉0   یا ϕ =  ( پتانسیل مشخص)0

 (شار الکتریکی در راستای نرمال صفر)  0nD= عایق

 

 (Magnetic BCs) شرایط مرزی مغناطیسی

 :توان به صورت زیر عمل کردبرای مرزهای دارای خاصیت مغناطیسی، می



 شرط مرزی پیشنهادی حالت

 =0B B میدان مغناطیسی اعمالی

 (صفرشار مغناطیسی خروجی ) nH 0= مرز عایق

 

 (Thermal BCs)  شرایط مرزی حرارتی 

 :برای حالت متقارن یا با بار حرارتی موضعی

 شرط نوع

 0T=T  دمای ثابت

 (مرز آدیاباتیک) nq 0= شار حرارتی صفر

=  گرادیان حرارتی مشخص
∂𝑇

∂r
 ثابت 

 

 شکل کلی معادله دیفرانسیل حاکم 

به  𝑤(𝜃)ای، معادله حاکم بر جابجایی شعاعی بر اساس اصل همیلتون و با در نظر گرفتن تئوری مرتبه بالاتر لایه

 :شودشکل زیر در حالت بدون میرایی و نیروی خارجی نوشته می

𝐹𝑒𝑓𝑓(𝜃) = 𝐾(𝜃)𝑤 +
𝑑2𝑤

 𝑑 2𝜃
𝑃(𝜃) +

𝑑4𝑤

𝑑4𝜃
𝐷(𝜃) 



 که در آن:

𝐷(𝜃) :ها(سختی خمشی معادل )با در نظر گرفتن لایه 

𝑃(𝜃): الکترومغناطیسی–حرارتی–پارامتر ناشی از تنش اولیه، یا اثرات کوپل مکانیکی 

𝐾(𝜃): سختی مؤثر ناشی از کوپل چندفیزیکی 

𝐹𝑒𝑓𝑓: یتی، الکتریکی، مغناطیسی و مکانیکنیروی مؤثر شامل ترکیبی از بارهای حرار 

  1آزمون با سری متعامدتقریب تابع 

 :شودصورت ترکیب خطی از توابع آزمون نوشته میبه 𝑤(𝜃)در روش گالرکین، جابجایی 

𝑎𝑛𝜓𝑛(𝜃) ∑ ≈ 𝑤(𝜃)

𝑁

𝑛=1

 

 :که

𝜓𝑛(𝜃): تابع آزمون سازگار با شرایط مرزی 

𝑎𝑛: )ضریب مجهول )پارامتر مودال 

 

 .انتخاب توابع آزمون برای شرایط مرزی مختلف -1جدول 

                                                 
1 Galerkin Approximation 



 𝝍𝒏(𝜽)ی شنهادیتابع آزمون پ یحالت مرز

) ساده-ساده
𝑛𝜋𝜃

𝐿
) 𝑠𝑖𝑛 = 𝜓𝑛(𝜃) 

)) رگیردا –گیردار 
2𝑛𝜋𝜃

𝐿
) 𝑐𝑜𝑠 − 1)

2

= 𝜓𝑛(𝜃)  یا توابعHermite 

0 تابعی که در آزاد –گیردار  = 𝑤′, 0 = 𝑤: 0 = 𝐿و در  0 = 𝜃 :

 گشتاور و برش صفر

 

 اعمال روش گالرکین

 :حاکم جایگذاری تابع آزمون در معادله

𝐹𝑒𝑓𝑓(𝜃) = 𝑎𝑛 [𝐷(𝜃)
𝑑𝑛

4𝜓

𝑑4𝜃
+ 𝑃(𝜃)

𝑑𝑛
2𝜓

𝑑2𝜃
+ 𝐾(𝜃)𝜓𝑛] ∑  

𝑁

𝑛=1

 

,𝐿]گیری در دامنه تیر و انتگرال 𝜓𝑚(𝜃) ضرب طرفین در 0]: 

𝐹𝑒𝑓𝑓(𝜃)𝜓𝑚(𝜃) ∫ = 𝜓𝑚(𝜃)𝑑𝜃
𝐿

0

[𝑎𝑛  (𝐷(𝜃)
𝑑𝑛

4𝜓

𝑑4𝜃
+ 𝑃(𝜃)

𝑑𝑛
2𝜓

𝑑2𝜃
+ 𝐾(𝜃)𝜓𝑛) ∑  

𝑁

𝑛=1

] ∫  
𝐿

0

 

 :آیدکه به شکل ماتریسی در می

{𝐹} = {𝑎}[𝐾] 

 شوددر حالت تحلیل خمش ایستا، معادله به فرم بالا حل می. 

  بدون بار خارجی(، معادله دینامیکی خواهد بود)در حالت تحلیل ارتعاش آزاد: 



(0 = 𝑤2[𝑀]{𝑎} − [𝐾]) ⇒       0 = {𝑎} − [𝐾] + {𝑎} − [𝑀] 

 .و شکل مودهای ارتعاشی است  𝑛𝑤های طبیعی برای تعیین فرکانس مسئله مقدار ویژهکه یک 

 .های گالرکیناجزاء ماتریس -2 جدول

 عبارت ماتریس

 𝑴𝒎𝒏ماتریس جرم 
𝑝𝐴(𝜃)𝜓𝑚𝜓𝑛𝑑𝜃 ∫  

𝐿

0

 

 𝑲𝒎𝒏ماتریس سختی 
𝐾(𝜃)𝜓𝑚𝜓𝑛𝑑𝜃 +

𝑑𝜓𝑚

𝑑𝜃

𝑑𝜓𝑚

𝑑𝜃
𝑃(𝜃) +

𝑑𝜓𝑚
2

𝑑𝜃2

𝑑𝜓𝑛
2

𝑑𝜃2
𝐷(𝜃) ∫  

𝐿

0

 

 

مشخص شوند. در ادامه برای انجام تحلیل عددی، ابتدا لازم است برخی پارامترهای هندسی، فیزیکی و عددی 

تحلیل خمش ایستا و ارتعاشات آزاد برای تیر منحنی ساندویچی با شرایط مرزی مختلف انجام خواهد شد. 

 :روندترتیب زیر پیش میها بهتحلیل

 :فرضیات و پارامترهای پایه. 1

 طول تیر (𝐿) : 1 متر 

 شعاع انحنا (𝑅) : 2 متر 

 هاضخامت :ℎ1 = ℎ2 = ℎ3, 10 𝑚𝑚 = ℎ ⇒ 6 𝑚𝑚 = 2 𝑚𝑚 

 درصد 2 : درصد حجمی گرافن در هسته 



 گ مدول یانPEM:  𝐺𝑃𝑎50 = 𝐸𝑃𝐸𝑀 

 شدهمدول یانگ هسته تقویت :𝑓(𝑉𝐺𝑟) = 𝐸𝐶𝑜𝑟𝑒 (وابسته به درصد گرافن) 

  رای مدل لحاظ نیز ب ها، ضریب پیزوالکتریک، نفوذپذیری مغناطیسی، و ضریب انبساط حرارتیچگالی

 شود(خواهد شد )در صورت نیاز مقدار دقیق داده می

 مختلف: یمرز طیشرا یبرا نیتابع شکل گالرک

 میکنیم انتخاب شوند. فرض یمرز طیتوابع آزمون )تابع شکل( مطابق با شرا دیابتدا با ن،یاعمال روش گالرک یبرا

 .شودیمشخص م یعرض ییبا جابجا ریخمش ت

 2ساده–( سادهالف

(
𝑛𝜋𝜃

𝐿
) 𝐴𝑛𝑠𝑖𝑛 ∑ = 𝑤(𝜃)

𝑁

𝑛=1

 

 3گیردار-ب( گیردار

𝐴𝑛
2 [1 − 𝑐𝑜𝑠 (

𝑛𝜋𝜃

𝐿
)] ∑ = 𝑤(𝜃)

𝑁

𝑛=1

 

 4آزاد-پ( گیردار

                                                 
2 Simply-Supported 

3 Clamped-Clamped 

4 Clamped-Free 



𝐴𝑛 [1 − cos (
𝑛𝜋𝜃

𝐿
)] ∑ = 𝑤(𝜃)

𝑁

𝑛=1

 

 (ساده–تحلیل ایستای خمش )نمونه عددی برای حالت ساده 

ه انرژی پتانسیل کل، معادله دیفرانسیل ببا جایگذاری تابع آزمون در معادله خمشی تیر و اعمال اصل همیلتون یا 

 :یابدیک معادله جبری کاهش می

𝐹 = 𝐴. 𝐾 

 :که در آن

 𝐾 :ماتریس سختی مؤثر 

 𝐴: )بردار ضرایب )مجهولات گالرکین 

 𝐹: بردار نیروهای مؤثر 

لکتریکی، ا با حل این سیستم برای چندین بار با تغییر پارامترهایی مثل ضخامت، درصد گرافن، شدت بار حرارتی یا

 .منحنی خمش استخراج خواهد شد

 5تحلیل ارتعاشات آزاد -

 :معادله به فرم

0 = 𝐴. (𝑤2𝐾 − 𝑀) 

                                                 
5 Eigenvalue Problem 



 𝑀: ماتریس جرم مؤثر 

 𝐾: ماتریس سختی مؤثر 

 𝑤: فرکانس طبیعی 

 .دهدهای طبیعی و شکل مودها را ارائه میحل این معادله مقدار ویژه، فرکانس

 

 :ترسیمها و نمودارهای قابل خروجی -

  منحنی خمش𝑤(𝜃) 

 توزیع تنش در ضخامت تیر برای بارگذاری مشخص 

 های طبیعی تیر برای هر حالت مرزیفرکانس 

  مود اول 3اشکال مودهای ارتعاشی برای 

 نمودار تأثیر درصد گرافن بر سختی معادل و فرکانس 

 ساده–ای: خمش ایستا برای تیر منحنی ساندویچی سادهتحلیل نمونه 

 .ای(مشخصات هندسی و فیزیکی )نمونه -3جدول 

 واحد مقدار پارامتر

 𝑳 1 mطول تیر 



 𝑹 2 mشعاع انحنا 

 𝒉𝟏 2 mmضخامت لایه بالا 

 𝒉𝟐 6 mmضخامت هسته 

 𝒉𝟑 2 mmضخامت لایه پایین 

 𝑷𝑬𝑴  50 GPa   مدول یانگ

 GPa 120 شده با گرافن(مدول یانگ هسته )تقویت

 kg/m³ 4000 چگالی مؤثر تیر

 N 100 نیروی متمرکز در مرکز

 

 :ساده–تابع شکل برای ساده -

(
𝜋𝜃

𝐿
) 𝐴1𝑠𝑖𝑛 = 𝑤(𝜃) 

 :تبدیل معادله خمشی به فرم گالرکین -

 :صورت کلیمعادله دیفرانسیل خمشی برای تیر منحنی به

𝑞(𝜃) = [
𝑑2𝑤

𝑑2𝜃

1

𝑅2
−

𝑑4𝑤

𝑑4𝜃
] 𝐷(𝜃) 



 :است حل و کاهش قابل زیر شدهساده فرم به ساده،–که برای بار متمرکز در مرکز و شرط ساده

𝐹 = 𝐾1𝐴 

 :حل عددی )با مقادیر فرضی( -

 80 سختی خمشی مؤثر 𝑁𝑚2 = 𝐷𝑒𝑞 

 779.3  محاسبه ضریب 𝑁
𝑚⁄ ≈

𝐷4𝜋𝑒𝑞

𝐿4 = 𝐾 

  63.66بار معادل در مود اول 𝑁 ≈ 𝐹 

 :جایی مرکزی تیر )بیشینه خمش(جابه  -

0.0817 𝑚 ≈
63.66

779.3
≈

𝐹

𝐾
= 𝐴1 

 :خروجی گرافیکی -

 :تونم برات نمودار زیر رو تولید کنمدر مرحله بعد می

  نمودار( شکل خمش تیر در حالت ایستا𝑤(𝜃)) 

 توزیع تنش خمشی در ضخامت تیر 

 )تحلیل حساسیت )مثلا  تأثیر درصد گرافن 

 رو مرکز در متمرکز بار و ساده–، پروفیل خمش ایستا برای تیر منحنی ساندویچی با شرایط مرزی ساده1 نمودار

 .کنهر طول تیر تغییر مید سینوسی صورتبه و است بیشینه مرکز در جابجایی. دهمی نشون



 

 .هساد–پروفیل خمش ایستا برای تیر منحنی ساندویچی با شرایط مرزی ساده -1نمودار 

 د.دهپروفیل خمش تیر منحنی ساندویچی رو در سه حالت مرزی مختلف نشون می ،2نمودار 

 

 



 .پروفیل خمش تیر منحنی ساندویچی رو در سه حالت مرزی -2نمودار 

1- Simply-Supported: گاه ساده قرار دارنددو سر تیر روی تکیه. 

2- Clamped-Clamped: دو سر تیر کاملا  گیردار هستند. 

3- Clamped-Free (Cantilever) :دار و سر دیگر آزاد استیک سر گیر. 

طور که مشخصه، تنش . همونددهرو نشون می (y، توزیع تنش خمشی در راستای ضخامت تیر )محور 3نمودار

 د.دهمی بازتاب رو خالص خمش کلاسیک رفتار که یشینه و در وسط )محور خنثی( صفرهدر بالا و پایین ب

 

 .توزیع تنش خمشی -3نمودار 

تفکیک بررسی هم به (هسته گرافنی و PEM) مختلف هایاین تنش رو برای لایه(، 4در نمودار زیر )نمودار 

 ردیم.ک



 

 .و هسته گرافنی PEM های مختلفلایه -4نمودار 

 :در این نمودار

 لایه بالایی: آبی  PEM 

 ی میانی از جنس کامپوزیتهسته :سبز Cu -گرافن اریگامی 

 لایه پایینی: قرمز PEM 

تیر توزیع شده و در محور خنثی )وسط هسته( صورت خطی در ضخامت کاملا  مشخصه که تنش خمشی به

 .صفره

م )نمودار پرداختی ی فرکانس طبیعی تیر برای شرایط مرزی مختلفو محاسبه ارتعاشات آزادحلیل در ادامه، به ت

5.) 



 

 برای سه نوع شرط مرزی. های طبیعیفرکانس -5نمودار 

 :انده نوع شرط مرزی مقایسه شدههای طبیعی تیر منحنی ساندویچی برای س، فرکانس5 در نمودار

1- Simply-Supported: دارد. کمتری پایه فرکانس که ساده–حالت ساده 

2- Clamped-Clamped: هستند. بالاتر هافرکانس بیشتر، محدودیت دلیلبه که گیردار–حالت گیردار 

3- Clamped-Free (Cantilever) :دگیرمی قرار دیگر حالت دو بین اشپایه فرکانس که آزاد–حالت گیردار. 

توسط بررسی د که در ها ها، درصد گرافن یا شعاع انحنا رو هم روی فرکانساثر پارامترهایی مثل ضخامت لایه

 باشد.نمودار زیر قابل مشاهده می



 

 .اثر پارامترها -6نمودار 

 :دهدرزی نشان میبرای سه حالت م فرکانس طبیعی مود اولرا بر  (R) شعاع انحنانمودار بالا تأثیر 

 یابدشود(، فرکانس طبیعی کاهش میانحناتر میبا افزایش شعاع انحنا )تیر کم. 

 است شدیدتر گیردار–تأثیر شعاع در حالت گیردار. 

 بیشترین حساسیت به انحنا در حالت Clamped-Clamped و کمترین در حالت Simply Supported  دیده

 .شودمی

قرار دادیم و بررسی نیز مورد رو هم  (PEM مثلا  افزایش ضخامت) هاضخامت لایهدرصد گرافن در هسته یا اثر 

 به شکل نمودار اضافه کردیم.



 

 .درصد گرافن در هستهاثر  -7نمودار 

 :شود که با افزایش درصد حجمی گرافن در هستهدر این نمودار مشاهده می

 بسیار بالای گرافن(،واسطه سفتی یابد )بهمدول یانگ معادل تیر افزایش می 

 کندو در نتیجه، فرکانس طبیعی مود اول نیز افزایش پیدا می. 

کننده، راهی مؤثر برای افزایش سختی دینامیکی سازه عنوان تقویتدهد که افزودن گرافن بهاین نتیجه نشان می

ما، الکتریکی، مغناطیسی( های خارجی )دیا میدان PEM هایتاثیر ضخامت لایه بررسی همچنین، در ادامه، بهاست. 

 ایم.پرداخته

 

 

 



 

 

 .تاثیر عوامل مختلف بر فرکانس طبیعی مود اول تیر منحنی - 8نمودار 

ا بررسی ر س طبیعی مود اول تیر منحنیدر این سه نمودار، تاثیر عوامل مختلف بر فرکانهمانطور که گفته شد، 

 باشد:ایم که به صورت زیر میکرده

 (:PEM هایضخامت لایهتاثیر ) نمودار چپ (1

 .یابدفرکانس طبیعی افزایش می (،ℎ2و  ℎ1) های پیزوالکترومگنتیکبا افزایش ضخامت لایه (أ

 .تر در سختی معادل تیرهای سختدلیل: بالا رفتن سهم لایه (ب

 :نمودار وسط )تاثیر دما( (2

 .یابدبا افزایش دما، فرکانس کاهش می (أ

 .(یابدمی کاهش یانگ مدول) حرارت اثر بر گرافن–ی مسدلیل: کاهش سختی هسته (ب

 :نمودار راست )تاثیر میدان الکتریکی یا مغناطیسی خارجی( (3



 .کندبا تقویت میدان، فرکانس طبیعی افزایش پیدا می (أ

 .(الکترومغناطیسی–و افزایش سختی مؤثر آن )اثر کوپل مکانیکی PEM دلیل: تحریک لایه (ب

 یریگجهینت  

در چارچوب  هیلاسه یچیساندو یمنحن ریت کیخمش و ارتعاشات آزاد  لیپژوهش، تحل نیا در

متشکل از مس  یتیکامپوز یهسته کیشامل  ریقرار گرفت. ساختار ت یمورد بررس تهیسیترموالکترومگنتوالاست

 ی. با استفاده از تئوردبو نییدر بالا و پا (PEM) کیزوالکترومگنتیپ یهیو دو لا یگامیبا گرافن ار شدهتیتقو

 یختلف مرزم طیدر شرا ریت یکینامیو د یرفتار خمش ن،یگالرک یلیتحلمهیاز روش ن یریگو بهره 6بالامرتبه یاهیلا

 شد. لیو تحل یسازهیشب یسیو مغناط یکیالکتر ،یحرارت یهادانیو تحت اثر م

 از آن است که: یآمده حاکدستبه جینتا

 یمشخ یهاییو کاهش جابجا ریمعادل ت یسخت ریچشمگ شیدر هسته باعث افزا یگامیاستفاده از گرافن ار -

 .شودیم یکیو مکان یحرارت یتحت بارگذار

مکان کرده و ا فایا یسیو مغناط یکیالکتر ،یکیمکان یهاحوزه انیم یسازدر کوپل ینقش مؤثر PEM یهاهیلا -

 .سازندیرا فراهم م یخارج یهادانیاعمال م قیاز طر ریت یعیکنترل ارتعاشات طب

و  نیترکم آزاد–رداریکه حالت گ یاگونهدارد، به ریت یعیطب یهابر فرکانس یریچشمگ ریتأث یمرز طیشرا -

 .دهندیرا نشان م هیفرکانس پا نیشتریب ردارگی–رداریحالت گ

                                                 
6 Higher-Order Layerwise Theory 



در پاسخ  یرخطیغ رییمنجر به تغ یسیترموالکترومغناط یهادانیگرافن در هسته و شدت م یدرصد حجم رییتغ -

 .ردیار گمورد استفاده قر یساختار یریپذقیتطب تیهوشمند با قابل یرهایت یدر طراح تواندیکه م گرددیسازه م

، PEMفعال  یهاهیو لا ینانوساختار یبا هسته یچیساندو یکه ساختارها دهدینشان م لیتحل نیمجموع، ا در

 در ملگرع–حسگر یهاو سامانه ،یقیتطب یهاراکنندهیهوشمند، م یاسازه یهاستمیس یدر طراح ییبالا لیپتانس

 ،یرارتکمانش ح ،یرخطیرفتار غ یبررس ملشا تواندیمدل م نیا شتریرا دارند. توسعه ب یکیزیچندف یهاطمحی

 باشد. یطیمح ریمتغ طیپاسخ سازه در شرا میتنظ یکنترل فعال برا یهاتمیاستفاده از الگور ایگذرا،  لیتحل

 

 

 

 

 


